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iVorwort des Herausgebers
Die vorliegende Promotionsschrift von Herrn Dr.-Ing. Frank Wuttke ist dem For-
schungs- und Arbeitsgebiet
"
Bodendynamik\ zuzuordnen. Die behandelte Frage-
stellung ergab sich aus den jahrzehntelangen Forschungsarbeiten an der Professur
Bodenmechanik auf diesem Gebiet. Neben den eigentlichen Methoden der Bodendy-
namik, die signikant weil originar weiterentwickelt wurden, sind wesentliche Kom-
ponenten aus den Gebieten der Angewandten Mathematik (inkl. der Signalverarbei-
tung) und der Geophysik, zur erfolgreichen Bearbeitung notwendig gewesen. Die
Untersuchungen beziehen ihre Aktualitat aus den weltweit laufenden Bestrebun-
gen, Standortstrukturen und Bodenparameter realitatsnah und eektiv zu ermitteln.
Eine wesentliche Entwicklungsrichtung ist in diesem Rahmen die Erganzung kon-
ventioneller Erkundungsmethoden mit seismischen Feld- und Laboruntersuchungen.
Seismische Oberachenwellen sind wegen ihrer speziellen Eigenschaften (Dispersion,
hohere Moden) hervorragende Informationstrager von dem durchlaufenen Medium.
Da mit diesen Messungen auerdem die ungestorten naturlichen Standortverhaltnisse
zerstorungsfrei und ezient untersucht werden, ist die Motivation gegeben, sich gera-
de mit diesem Wellentyp in besonderer Weise auseinanderzusetzen. Die Messung und
Auswertung seismischer Oberachenwellenfelder liefert eine groachige und schnel-
le Analyse der ungestorten Standortverhaltnisse. Die mit seismischen Messungen
ausgewiesenen maximalen Steigkeiten der Boden im Bereich sehr kleiner Dehnun-
gen nehmen eine zentrale Stellung bei der Beschreibung des dehnungsabhangigen
Bodenverhaltens ein. Im Bereich des Erdbebeningenieurwesens lassen sich verbes-
serte Aussagen zum Ubertragungsverhalten seismischer Wellen in oberachennahen
Sedimentschichten, also zu den standortabhangigen Einussen und zu dominanten
Standortfrequenzen ableiten, wodurch Einschatzungen zum Grad seismischer Gefahr-
dungen in betroenen Gebieten wesentlich qualiziert werden konnen. Phanomene
der Ausbreitung von Verkehrs-, Bau- und anderen Erschutterungen konnen zutreen-
der prognostiziert werden. Die Arbeit umfasst bei genauerer Betrachtung eigentlich
drei
"
kleine\ Forschungsarbeiten:
a. Die Weiterentwicklung des zu Grunde liegenden theoretischen Konzepts (Stich-
wort: Beschreibung geschichteter Halbraum,
"
Trennung\ der unterschiedlichen
Wellentypen) und damit die Moglichkeit zur Generierung synthetischer Seis-
mogramme,
b. die Weiterentwicklung der Analysemoglichkeiten von synthetischen bzw. ex-
perimentellen Wellenfeldern (Stichwort: Berucksichtigung von hoheren Moden
bei der Inversionsaufgabe),
ii
c. und die Umsetzung der Strategie in eine praxistaugliche Prozedur, deren er-
folgreiche Anwendung an Fallbeispielen gezeigt werden kann.
Besonders hervorzuheben ist an dieser Stelle die eigenstandige Losung der Wellen-
ausbreitung im geschichteten Halbraum infolge einer Impulslast an der Gelandeo-
berache, mit der synthetische Seismogramme und Erschutterungsausbreitungen in-
folge Verkehr oder anderer technologischer Prozesse prognostiziert werden konnen.
Ein weiterer wesentlicher Schritt, der in der vorliegenden Arbeit gelungen ist, ist die
Einbeziehung hoherer Moden in den Inversionsprozess, wodurch sehr realitatsnahe
tiefenabhangige Steigkeitsprole mit Bodensteigkeiten im Bereich kleiner Dehnun-
gen ermittelt werden konnen.
Weimar, im Mai 2005 Tom Schanz
iii
Vorwort des Verfassers
Die vorliegende Arbeit entstand zum Groteil wahrend meiner Tatigkeit als wissen-
schaftlicher Mitarbeiter an der Professur fur Bodenmechanik der Bauhaus-Universitat
Weimar. Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr.-Ing. H.-G. Schmidt fur die Anregung
zu dieser Arbeit, fur seine standige Unterstutzung und stete Diskussionsbereitschaft.
Herrn Professor Dr.-Ing. habil. T. Schanz danke ich recht herzlich fur die Uber-
nahme des Berichts. Zudem hat er durch viele wertvolle Anregungen zum Gelingen
der Arbeit beigetragen.
Herrn Professor Dr. rer. nat. habil. K. Gurlebeck danke ich fur die vielen wichtigen
und kritischen Hinweise und Bemerkungen zu den oft aufkommenden mathemati-
schen Fragen und die Ubernahme eines Berichtes.
Ebenso danke ich Herrn Professor Dr.-Ing. habil. Th. Triantafyllidis sowie Herrn
Professor Dr.-Ing. habil. C. Bucher fur die Ubernahme eines Berichtes zu meiner
Arbeit.
Fur die immer freundlichen, aufgeschlossenen und konstruktiven Diskussionen zu
diversen Problemen der Thematik sowie dem standigen Interesse an meiner Arbeit
danke ich Herrn Professor Dr. rer. nat. habil. P. G. Malischewsky vom Institut fur
Geowissenschaften Jena.
Auerdem mochte ich mich bei allen Kolleginnen und Kollegen der Professur Bo-
denmechanik und der Professur Grundbau fur die gute Zusammenarbeit wahrend
meiner Tatigkeit an der Professur Bodenmechanik bedanken. Mit ihren Studien-
und Diplomarbeiten haben auch Herr Dipl.-Ing. T. Weber, Herr Dipl.-Ing. L. Karl
und Herr Dipl.-Ing. C. Karg einen Beitrag zum Fortgang dieser Arbeit geleistet.
Aufs herzlichste bedanke ich mich bei meiner Familie, insbesondere meinen Kin-
dern Dennis und Eric, die mir viel Geduld entgegen bringen mussten. Meinen Eltern
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Kapitel 1
Einleitung
1.1 Einfuhrung und Motivation
Die Beschreibung der Ausbreitung von Wellen ist eine fundamentale Aufgabe der
Bodendynamik. Durch die immer enger werdende Bebauung in den Stadten und
die Zunahme schwingungsempndlicher Bauwerke bei gleichzeitigem Anwachsen der
Erschutterungsquellen ist eine zuverlassige Prognose zu erwartender Storungen erfor-
derlich. Fur eine realitatsnahe Beschreibung der Ubertragungsprozesse muss ein zu
nutzendes Modell die geologischen Besonderheiten des jeweiligen Untergrundes abbil-
den konnen. Folgerichtig nimmt die Quantizierung dynamischer Untergrundparame-
ter als Voraussetzung von Prognoserechnungen einen immer groeren Planungsanteil
ein. Speziell beim Bauen auf seismisch gefahrdeten Boden ist es zum Verstandnis
und zur Quantizierung der seismischen Filter- und Ubertragungswirkung geschich-
teter Boden notwendig, realitatsnahe Bodenparameter der Standorte zur Verfugung
zu haben.
Fur das Verstandnis einer Wellenausbreitung sind Oberachenwellen ein elementarer
Bestandteil der Analyse. Aufgrund der physikalischen Eigenarten dieses Wellentyps
haben sie einen ganz entscheidenden Anteil am Inhalt eines laufenden Wellenfeldes.
Zum einen transportieren die Oberachenwellen den weitaus groten Teil der Ener-
gie (Richart, Hall & Woods 1969) und zum anderen erschlieen sich mit ihnen vollig
neue Aspekte bei der Auswertung von Wellenfeldern. Der besondere Stellenwert der
Oberachenwellen gegenuber anderen Wellentypen liegt in der groen Empndlich-
keit fur die Schubsteigkeit des durchlaufenen Materials. Durch die Messung von
Oberachenwellen bietet sich auch die Moglichkeit, Standortparameter zerstorungs-
frei in situ bei gleichzeitig sehr kleinen Dehnungsniveaus (small strain) zu erhalten,
was mit anderen ublichen geotechnischen Feldversuchen nicht realisiert werden kann
(Burland 1989, Hight, Bennell, Chana, Davis, Jardin & Porovic 1997).
Bei der Untersuchung von Wellen, inbesondere von Oberachenwellen, ist schon fur
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elementare Aussagen uber die mechanischen Eigenschaften der durchlaufenen Medi-
en eine Nutzung von theoretischen Modellen unumgaglich. Dazu ist in der Literatur
eine Vielfalt von moglichen Bodenmodellen zu nden. Um daraus das geeignete Bo-
denmodell zu wahlen, sind unterschiedliche Voraussetzungen zu erfullen. Zum einen
muss das Modell die Realitat moglichst gut beschreiben, und zum anderen darf es
nicht zu viele Variablen besitzen. Damit wird fur jegliche Art der Nutzung von Wel-
len das mechanisch - mathematische Modell der Wellenausbreitung zum zentralen
Punkt der Untersuchung. Als theoretische Grundlage der Berechnungen wird ein
Modell auf Basis der Kontinuumstheorie gewahlt. Der Vorteil dieses Modells liegt in
der begrenzten Anzahl von Parametern fur die Berechnung der Wellenausbreitung
und der Moglichkeit, die in einer Inversion oft erforderlichen partiellen Ableitungen
analytisch beschreiben zu konnen.
Fur die Interpretation von Beobachtungen wird es ebenfalls wichtig, auftretende Be-
sonderheiten der Wellenausbreitung zu kennen. Damit ist die Klarung der Fragestel-
lungen immer an eine gleichzeitige Betrachtung der Messungen und der theoretischen
Berechnung gekoppelt. Die Komplexitat der Vorgange wahrend einer Wellenausbrei-
tung bedarf ausfuhrlicher theoretischer Studien, um befriedigende Antworten geben
zu konnen. Die Behandlung von theoretischen Seismogrammen zusammen mit der
Rekonstruktion von Bodenstrukturen aus Wellenfeldern nimmt in Folge dessen einen
entsprechend breiten Raum in den Geowissenschaften und in dieser Arbeit ein.
Zur Prufung der Ergebnisse durchgefuhrter seismischer Messungen bzw. der Inver-
sion zu Baugrundparametern und Schichtungsprolen, wurden diese -sofern moglich
und notwendig- nochmals mit den Ergebnissen herkommlicher Erkundungsmethoden
verglichen.
1.2 Stand der Forschung
Sehr viele Untersuchungen auf dem Gebiet der Geowissenschaften im Zusammenhang
mit einer Wellenausbreitung implizieren direkt oder indirekt die Betrachtung von
Oberachenwellen. Aufgrund der Vielzahl der allein auf dem geotechnischen Gebiet
durchgefuhrten Untersuchungen wurde eine vollstandige Bibliographie den Rahmen
dieser Arbeit sprengen. Dennoch soll versucht werden, die wesentlichen Entwicklun-
gen und Vorarbeiten zu nennen, auf denen diese Arbeit aufbaut.
Ferner gewinnt die Nutzung und Analyse von Wellen, insbesondere von Oberachen-
wellen, einen zunehmenden Einuss in anderen Forschungsbereichen der Geotechnik
bzw. des Bauingenieurwesens. Diese Tendenz ist an die besonderen Eigenschaften
von Oberachenwellen gebunden. Sie eigenen sie sich hervorragend als Informations-
trager zum Erhalt von small strain - in situ Parametern (Jamiolkowski, LoPresti
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& Pallara 1995, Ishihara 1996, Mauerer, Van der Veen, Gindici & Springman 1999).
Diese nehmen in der derzeitigen Forschung einen elementaren Platz bei den Boden-
kennwerten ein. Weiterhin besitzen die Oberachenwellen wegen ihrer schwachen geo-
metrischen Dampfung einen entscheidenden Einuss in der Analyse von Erschutte-
rungsausbreitung in urbanen Gebieten.
Modellierung des Untergrundes
Das Fundament fur das Verstandnis von Oberachenwellen wurde durch Rayleigh
(Rayleigh 1885) und Love (Love 1903) mit der Beschreibung der gleichnamigen
Rayleigh- und Lovewellen gelegt. Lamb (Lamb 1904) veroentlichte die ersten theo-
retischen Untersuchungen eines belasteten Halbraums. In den 50er Jahren legten
Thomson (Thomson 1950) und Haskell (Haskell 1953) die theoretische Grundlage zur
Behandlung mehrfach geschichteter Strukturen. In der Folgezeit gab es unterschiedli-
che Entwicklungen, um die diesem Verfahren innewohnenden numerischen Probleme
zu beheben (Dunkin 1965, Watson 1972, Schwab & Knopo 1970). Doch erst Mitte
der 90er Jahre gelang es Chen (Chen 1993), diese Probleme entgultig zu beseitigen.
Einen sehr guten Uberblick der spater auf Grundlage des Thomson-Haskell-Algorith-
mus unterschiedlich entwickelten Verfahren gibt Buchen und Ben-Hador (Buchen &
Ben-Hador 1996).
Mit dem Aufkommen der Berechnungsmoglichkeit der Dispersionseigenschaften be-
stand jedoch das vordergrundige Interesse in der Untersuchung des Erdkrustenauf-
baus, wie die Fulle der Publikationen auf dem geophysikalischen Gebiet zu die-
sem Thema schlieen lasst (Harkrider & Anderson 1966, Saito 1967, Takeuchi &
Dorman 1963). Weitere Entwicklungen erfolgten in den 70er Jahren durch Fuchs
(Fuchs & Muller 1971) und Muller (Muller 1985) mit der Berechnung vollstandiger
Seismogramme sowie durch theoretische Untersuchungen von Oberachenwellen in
lateral heterogenen Medien (Malischewsky 1973, Malischewsky 1987, Keilis-Borok &
Yanovskaya 1962).
Parallel zu den Matrizenverfahren wurden mehrere numerische Methoden zur Be-
rechnung der Wellenausbreitung entwickelt. Hierzu seien an dieser Stelle die Fini-
te Differenzen- und Finite Element-Methode sowie hybride Methoden (Kausel &
Roesset 1981) genannt, die vordergrundig fur die Untersuchung der Wellenausbrei-
tung in komplexen Strukturen entwickelt wurden. Vorrangige Zielrichtung der theore-
tischen Untersuchungen in den Ingenieurwissenschaften war zumeist die Interaktion
von Bauwerk und Boden (Savidis 1977, Hirschauer 2001) und (Bode 2000). Doch
auch die Auswirkung baulicher Strukturen auf die Ausbreitung von Oberachen-
wellen wurden untersucht und Konzepte zur Erschutterungsminderung abgeleitet
(Haupt 1977). Auersch (Auersch 1981, Auersch 1994) und Rucker (Rucker 1979) un-
tersuchten die Ausbreitung von Erschutterungen in geschichteten Systemen mittels
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numerischer Methoden. Die oben genannte hybride Methode nach Kausel (Kausel &
Roesset 1981) stellt einen interessanten Ansatz dar, da diese Methode aus den Uber-
tragungsmatrizen (Haskell 1953) einer Schichtung ableitbar ist. Eine ausfuhrliche
Zusammenstellung dieser Ableitungen ist in (Wolf 1985) enthalten. Die Zunahme der
Steigkeit im Halbraum mit der Tiefe wird bei diesem Ansatz durch die Unterteilung
in viele schmale, homogene Schichten mit unterschiedlichen Moduln vorgenommen.
Dieses Vorgehen wird in der Literatur auch oft als Thin Layer Method (Waas 1972)
bezeichnet. Park (Park 2002) weist in diesem Zusammenhang auf das Vorhandensein
einer numerischen Dispersion innerhalb der hybriden Losungen hin. Problematisch
wird diese, wenn die Berechnungsergebnisse hinsichtlich der systemeigenen Dispersi-
on analysiert werden.
Neben den Vorzugen der breiten Entwicklung und Anwendung der FEM auf dem
Gebiet des Ingenieurwesens, sind im Zusammenhang mit experimentellen Untersu-
chungen und der Nutzung inverser Methoden die Matrizenverfahren von Vorteil.
Dieser Vorzug besteht in der geringen Anzahl zu invertierender Variablen und der
klaren Aussagefahigkeit synthetisch berechneter Ergebnisse.
Hinweise auf die Abhangigkeit der Wellenausbreitung von Anregungquelle, -tiefe und
dem Schichtenprol sind in (Aki & Richards 1980, Hisada 1994) und (Harkrider 1964)
zu nden. Wie schon erwahnt, ist eine umfassende Analyse von Oberachenwel-
len nur unter Berucksichtigung synthetischer Seismogramme moglich. Die meisten
Entwicklungen bezuglich theoretischer Seismogramme haben die Betrachtung ei-
nes kompletten Wellenfeldes zum Inhalt. Die vorhandenen Probleme wahrend der
durchzufuhrenden Integration durch Singularitaten auf der Integrationsachse wer-
den in (Bouchon 1981, Luco & Apsel 1983, Muller 1985) und (Hisada 1994) mit der
Einfuhrung einer Dampfung beseitigt. Dieses Vorgehen ist durchaus legitim, da auch
der naturliche Boden eine gewisse Materialdampfung aufweist. Das Ergebnis ist ein
entsprechend der auftretenden Wellentypen zu interpretierendes Seismogramm.
Die Betrachtung eines reinen Oberachenwellenfeldes ohne weitere Berucksichtigung
der Korperwellen kann nach (Harkrider 1964) durch die Losung der Normalmoden
Superposition erfolgen1. Aufwendig und problematisch zum Erreichen dieses Zieles
ist die notwendige Zerlegung des Feldes in mogliche Wellentypen. Diese Zerlegung
kann nur durch eine analytische Losung der partiellen Dierentialgleichung und der
Ableitung der Verschiebungsfunktionen (Green'schen Funktionen) erreicht werden.
Mit Reissner (Reissner 1936) und Bycroft (Bycroft 1956) sowie weiteren Autoren
wurde in den Ingenieurwissenschaften dieser Weg bis in die 50er Jahre verfolgt, wo-
bei der Schwerpunkt dieser Betrachtungen auf der Boden-Fundament-Interaktion
1Mitunter wird stellvertretend fur den Begri der Normalmoden Superposition auch die Bezeich-
nung Fernfeldlosung benutzt.
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bzw. der Angabe von Impedanzfunktionen lag. Die genannte Wellenfeld-Trennung
ergab sich zwangslaug innerhalb der analytischen Losung. Spezielle Ableitungen
zur Fernfeldlosung im Hinblick auf die Wellenausbreitung wurden von (Harkrider
1964, Harkrider & Anderson 1966) und (Saito 1967) im Zuge von Untersuchungen
zum Aufbau der Erdkruste publiziert. In (Aki & Richards 1980) wird neben der
Fernfeldlosung auch eine physikalische Interpretation der Eigenwertlosung gegeben.
Tokimatsu (Tokimatsu 1997) publiziert eine interessante Losung des entkoppelten
Wellenfeldes unter der Angabe des Verweises auf die japanische Originalliteratur nach
Saito (Saito 1993, Saito & Kabasawa 1993). Das Verfahren von Gilbert und Backus
(Gilbert & Backus 1966) bildet die Grundlage dieser Ableitungen. Durch Vereinfa-
chungen der angegebenen komplexen Ausdrucke erhalt man wieder das Verfahren
von Haskell. In Kapitel 2 wird eine eigene Losung abgeleitet, die aber auf den vor-
genannten anschaulicheren Matrizenverfahren nach (Chen 1993) bzw. (Hisada 1994)
beruht. Die resultierenden Verschiebungsgleichungen ahneln in der Formulierung der
Losung von Saito.
Interpretation und Inversion von Felddaten
Die seismischen Wellen, speziell die Oberachenwellen, werden seit Mitte der 80er
Jahre in der Geotechnik fur die Standorterkundung verwendet (Nazarian 1984, Na-
zarian & Stokoe 1986). Seitdem erfolgte eine vielfaltige Analyse zu Eigenschaften
dieses Wellentyps. Dabei wurden die weitaus meisten Anwendungen und Untersu-
chungen mit Hilfe der SASW (Spektrale Analyse von Oberachenwellen) durch-
gefuhrt. Aus der Vielzahl der Veroentlichungen zur SASW werden folgende Pu-
blikationen beispielhaft genannt: (Rix 1988, Gucunski & Woods 1991a, Tokimatsu,
Tamura & Kojima 1992, Haegeman & Van Impe 1995, Joh 1996, Matthews, Hope
& Clayton 1996). Die Grundlage dieses Verfahrens ist die Ermittlung einer experi-
mentellen Dispersionskurve, womit im nachsten Schritt die Inversion der Parameter
erfolgt. In den meisten Publikationen wird die experimentelle Dispersionskurve dem
Fundamentalmode zugeordnet. Die ursprungliche Rayleighwellen - Dispersionsmes-
sung mit der Wellenanregung infolge einer harmonischen Quelle wurde durch die
SASW mit Nutzung einer Impulsquelle in der Erkundung erganzt bzw. abgelost.
Bei der Inversion, welche letztlich ein Optimierungsproblem darstellt, konnen un-
terschiedliche Losungsstrategien verfolgt werden. Zur Anwendung der Methode des
kleinsten Fehlerquadrats in der iterative Naherung zwischen den experimentellen
und synthetischen Daten ist es ublich, die nichtlinearen Abhangigkeiten der Mo-
dellparameter zu linearisieren (Wiggins 1972, Yuan & Nazarian 1993). Die Ein-
satzbreite dieser Gradientenmethode wird anhand der dazu existierenden Literatur
deutlich: (Menichetti & Guillen 1983, Hering, Misiek, Gyulai, Ormos, Dobroka &
Dresen 1995, Nazarian, Yuan & Baker 1994, Forbriger 2003b). Die dabei benotigten
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Ableitungen nach den Schichtparametern lassen sich auf unterschiedlichen Wegen
bestimmen (Novotny 1976). Von Vorteil hat sich die Berechnung der Ableitungen
auf Grundlage der Variationsprinzipien erwiesen (Harkrider & Anderson 1966), da
die Berechnung stabil und genau erfolgt.
Neben diesen Aspekten muss auch beachtet werden, dass die Bereitstellung einer
geeigneten Dispersionskurve fur die weitere Inversion ein praktisch durchaus schwie-
riges Unterfangen werden kann (Al-Hunaidi 1992). Dementsprechend ist die Signal-
verbesserung (Hayes 1999) durch Stapel-, Filterverfahren oder andere Methoden der
Signalverarbeitung unumganglich. Auer diesen Schritten muss ebenfalls das Auftre-
ten hoherer Moden und die Auswirkungen auf die Bestimmung einer Dispersionskur-
ve (Tokimatsu et al. 1992) beachtet werden. Fur eine Analyse von Bodenprolen, die
das Auftreten hoherer Moden fordern, wurde von Gucunski (Gucunski 1991) erste
Untersuchungen hinsichtlich einer scheinbaren Dispersionskurve in den Messungen
infolge des Einusses hoherer Moden getatigt. Lai und Rix (Lai & Rix 1998) berech-
nen eine synthetische (eektive) Dispersionskurve, in der die Anregung der jeweiligen
Moden berucksichtigt ist. Mit dieser gewichteten, scheinbaren Dispersionkurve kann
der formale Inversionsalgorithmus der SASW beibehalten werden.
Fur den Erhalt von Informationen zu hoheren Moden und der Verbesserung der
Modenabbildung erfolgte in (Forchap 1996, Foti 2000) und (Tokimatsu et al. 1992)
die Nutzung einfacher Wellenfeldtransformationen anstatt des oft genutzten Phasen-
Dierenzen-Verfahrens (SASW). Im uberwiegenden Teil wurden fur die Abbildung
von hoheren Moden Frequenz-Wellenzahl-Analysen (f=k -Analysen) in Verbindung
mit einer harmonischen Anregung (Forchap 1996) und einer Impulslast (Foti 2000)
genutzt. Weitaus eektivere Methoden zur Untersuchung einer auftretenden Dispersi-
on sind auf dem geophysikalischen Gebiet erarbeitet worden. McMechan (McMechan
& Yedlin 1981) entwickelte die Grundzuge eines Stapelverfahrens, das in Kombi-
nation mit der Fourier-Transformation der Zeitabhangigkeit eine deutlich bessere
Abbildung der Dispersionscharakteristiken als die ubliche f=k-Analyse aufweist. In-
teressanterweise war das ursprungliche Ansinnen dieser Entwicklung, den storen-
den Einuss der Oberachenwellen aus den seismischen Messungen zugunsten der
Korperwellendetektion zu eliminieren. In der Folge wurde dieses Verfahren hinsicht-
lich der Auosung (Park, Miller & Xia 1998) verbessert bzw. fur zylinderformig
ausbreitende Wellen (Forbriger 2003b) erweitert.
In den 90er Jahren wurden auch auf dem geophysikalischen Gebiet wieder vermehrt
Untersuchungen im Zusammenhang mit achseismischen Oberachenwellen getatigt,
wobei die Mehrzahl der Publikationen auf der gemeinsamen Inversion unterschied-
licher Messverfahren (Menichetti & Guillen 1983) beruht oder auf die Erfassung
lateraler Strukturen abzielt (Schneider 1993).
Neben diesen Entwicklungen wurden auch wesentlich kompliziertere und umfassende-
re Inversionsstrategien verfolgt, um in der Inversion das vollstandige Wellenfeld mit
seinen Einussen zu berucksichtigen. So entwickelten Maquering, Snieder und Nolet
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(Marquering, Snieder & Nolet 1996) bzw. Nolet und Dorman (Nolet & Dorman 1996)
eine Wellenforminversion im Zeitbereich sowie Forbriger (Forbriger 2003b) eine In-
version komplexer Wellenfeldspektren zur Berucksichtigung moglichst vieler Infor-
mationen aus dem Wellenfeld. Diese Methoden benotigen allerdings eine wesentliche
Erweiterung in der Inversionsmethodik. Zusatzlich haben sie hinsichtlich der Komple-
xitat haug das Problem ein brauchbares Startmodell zu nden und weisen mitunter
infolge vieler freier Parameter eine Divergenz des Algorithmus' auf. Deshalb wurden
zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens die Vorteile unterschiedlicher Inversions-
methoden in (Herrmann & Wang 1985) miteinander kombiniert.
1.3 Ziele und Inhalt der Arbeit
Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in der Identizierung der Standortparame-
ter unter Einbeziehung auftretender hoherer Moden in einem Oberachenwellenfeld.
Die Konzentration der Aufgabenstellung auf Oberachenwellen beruht auf den be-
reits genannten Vorteilen:
Sie transportieren bei den meisten Anregungsformen den groten Teil der Ener-
gie eines Wellenzuges. Sie konnen auch in groer Entfernung signikante Storungen
hervorrufen und speichern auf relativ empndliche Art und Weise den Informations-
gehalt der Scherwellengeschwindigkeit des Untergrundes.
Zur Umsetzung dieser Zielstellung sind die folgenden mageblichen Schritte, die auch
die Gliederung der Arbeit bestimmen, notwendig:
1. Strukturmodellierung, -analyse
2. Wellenfeldanalyse
3. Inversion der Felddaten.
Die Strukturmodellierung bzw. die Erarbeitung eines entsprechenden theoretischen
Modells erfolgt in Kapitel 2. Dabei steht die Forderung nach moglichst wenig freien
Parametern im Modell bei gleichzeitig ausreichend guter Beschreibung der realen Si-
tuation im Vordergrund. Zur Grundlage der Berechnung synthetischer Wellenfelder
wird eine Kontinuumsbeschreibung gewahlt. Ausgehend von der homogenen Halb-
raumlosung erfolgt in Kapitel 2 eine Losung des geschichteten Halbraums im Fre-
quenzbereich. Aufbauend auf der Beschreibung eines horizontal geschichteten Un-
tergrunds nach (Chen 1993) und (Haskell 1953) wird die analytische Losung mit-
tels der Konturintegration abgeleitet. Der Vorteil dieser Losung ist das Vorliegen
von Verschiebungsanteilen, die den unterschiedlichen Wellentypen zugeordnet wer-
den konnen.
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In den Analysen unterschiedlicher Felddaten zeigte sich, dass die in der Geotech-
nik zur Verfugung stehenden experimentellen Methoden oft unzureichend die Di-
spersionscharakteristiken wiedergeben. Aus dieser Notwendigkeit heraus wurden in
Kapitel 3 erweiterte Methoden der Geophysik ubernommen, um Aussagen zu hoher-
en Moden zu erhalten. Zur gemeinsamen Interpretation dieser auftretenden Moden
wurde ein Inversionsmodell erarbeitet, das auf der Grundlage des kleinsten Feh-
lerquadrates eine Fehlerminimierung durchfuhrt. Die mathematische Grundlage der
Inversion ist ein Gradientenverfahren (Levenberg-Marquardt) der nichtlinearen Op-
timierung.
Aufbauend auf den vorangegangenen Kapiteln werden im Kapitel 4 mogliche Er-
scheinungsformen und Zusammenhange der Wellenausbreitung in Abhangigkeit der
Standortcharakteristiken dargestellt. Diese liefern die Voraussetzung fur die Inter-
pretation der Felddaten und damit die Grundlage fur eine erfolgreiche Inversion. Die
theoretischen Untersuchungen beschranken sich auf eine der Messkonguration kon-
forme Quell- und Aufnehmeranordnung in der Modellstruktur. In den Ausfuhrungen
zu experimentellen Untersuchungen werden von der Vielzahl der Messungen drei
Fallbeispiele vorgestellt. Die Voraussetzung zur Durchfuhrung der dort durchgefuhr-
ten Dispersionsanalysen und Paramterinvertierungen bilden die Ausfuhrungen im
Kapitel 2 und 3. Die Ergebnisse dieser Kapitel konnten basierend auf den erarbeite-
ten experimentellen und theoretischen Methoden erfolgreich validiert und veriziert
werden.
Kapitel 2
Strukturmodellierung
In der erfolgreichen Bearbeitung jeglicher bodendynamischer Problemstellungen ist
die Denition eines klaren mathematisch - physikalischen Modells von entscheidender
Bedeutung. Das zu verwendende Modell ist dabei auf die konkrete Aufgabenstellung
abzustimmen. Bei der Wahl des Modells steht man meist vor dem Problem, dass
das Modell einerseits die Realitat moglichst getreu wiederspiegeln, andererseits aber
auch nicht zu kompliziert sein sollte. Das ist um so mehr geboten fur die Auswertung
von Felddaten zur Standortidentizierung. In diesem Zusammenhang steht die For-
derung, dass das zugrundeliegende Modell nicht mehr als notwendig Struktur aufwei-
sen soll. Wird hingegen ein sehr anspruchsvolles Modell fur die Umsetzung gewahlt,
so steigen die mathematischen und numerischen Schwierigkeiten. Die entstehenden
Probleme konnen so gro werden, dass eine Invertierung nicht mehr moglich ist. Mit
dieser Forderung wurde auf eine weitestgehende analytische Beschreibung des Mo-
dells zuruckgegrien. Dieses hat den Vorteil der recht klaren Ergebnisinterpretation
der synthetischen Daten und einer sehr guten Eignung fur eine Inversion aufgrund
der geringen Anzahl von Parametern im Modell. Der Nachteil dabei ist die zum Teil
anspruchsvollere theoretische Vorarbeit sowie die Begrenzung auf bestimmte geome-
trische Strukturen.
Das nachfolgende Kapitel zur Erarbeitung eines verwendbaren Modells ist in folgende
Teilabschnitte gegliedert:
1. Losung der bodendynamischen Grundgleichungen
2. Geometrische Modellierung einer moglichen Bodenstruktur (Schichtung) unter
dem Aspekt der numerischen Stabilitat
3. Ableitung der Verschiebungsgleichungen des geschichteten Halbraums
4. Berechnung von synthetischen Seismogrammen, angepasst in Quelltyp und -
spektrum an die durchzufuhrende Standorterkundung
9
Die Bestimmung eines robusten Modelltyps ist dabei nicht nur fur die formale Durch-
fuhrung der Inversion notwendig. Insbesondere ermoglicht die synthetische Berech-
nung das Studium von speziellen Verhaltensmustern typischer Standortprole. Damit
wird in der Wellenfeldanalyse haug erst eine Interpretation der Felddaten moglich.
In diesem Kapitel werden die Voraussetzungen zur Losung der bodendynamischen
Grundgleichung (Lame-Navier'schen Dierentialgleichung) fur den rotationssymme-
trischen Fall aufgearbeit. Die Nutzung dieser Koordinaten entspricht dem Bela-
stungsregime der zu tatigenden Messungen. Mit Hilfe der Integraltransformationen
und den entsprechenden Rand- und Kontinuitatbedingungen werden die Spannung-
und Verschiebungsgleichungen fur einen beliebigen Punkt im horizontal geschich-
teten Medium deniert. In der gemeinsamen Betrachtung des Thomson-Haskell-
Rekursionsalgorithmus und der Methode der Reexions- und Transmissionskoezi-
enten kann eine analytische Losung der Green'schen Funktionen im Frequenzbereich
angegeben werden, die in der numerischen Berechnung stabil ist. Analog dem homo-
genen Halbraum wird die Losung des geschichteten Halbraums unter Nutzung der
Funktionentheorie abgeleitet. Des Weiteren werden ausgehend von der erhaltenen
Losung unterschiedliche Berechnungsstrategien fur synthetische Seismogramme un-
tersucht. Damit werden die Grundlagen fur eine weitere Analyse theoretischer Mo-
delle und fur die Durchfuhrung der Parameterinversion geschaen. Die getatigten
Herleitungen und Darstellungen wurden dabei immer unter dem besonderen Blick-
winkel der zu analysierenden Oberachenwellen betrachtet.
2.1 Grundgleichung der Elastodynamik
Die allgemeine Beschreibung des mechanischen Verhaltens des Bodens erfolgt auf
der Grundlage der Kontinuumstheorie. Die idealisierte Annahme des Kontinuums
vereinfacht die tatsachlich vorhandene diskrete Struktur der Materie und vereinbart
idealisierte Eigenschaften innerhalb dieses Kontinuums. Die Berechtigung fur eine
derartige Modellbildung beruht auf der Tatsache, dass eine Vielzahl von Vorgangen
und Phanomenen mit dieser Idealisierung hinreichend genau beschrieben werden
kann. Die Prufung dieser Hypothesen stutzt sich dabei auf zu beobachtende Erschei-
nungen als auch auf experimentell nachweisbare Gesetzmaigkeiten. Im Wesentlichen
durchlauft die Analyse dabei die Punkte: Modellbildung und Idealisierung, Losung
der mathematischen Ausdrucke unter Verwendung der angewandten Mathematik so-
wie Bestatigung in experimentellen Untersuchungen, wobei die Abfolge der Punkte
nicht zwingend in dieser Reihenfolge erfolgen muss. Fur die vorliegende Arbeit ist
die lineare, elastische Bewegungsgleichung der Ausgangspunkt aller Betrachtungen.
Folgt man Sommerfeld (Sommerfeld 1992a) bzw. (Ewing, Jardetzky & Press 1957)
in der Betrachtung der Spannungsbilanz eines innitesimalen Volumenelementes, so
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gelangt man zu den Grundgleichungen, die die Dynamik eines elastischen Korpers
beschreiben.
5   + F = u (2.1)
Die auftretenden Formelzeichen in Gl.(2.1) stellen mit  den Spannungstensor1, mit
F den Vektor der aueren Krafte pro Volumeneinheit und mit  u die Tragheitskraft
(u = @
2
u
@t2
) dar. Durch Anwendung der Stobeziehungen fur das elastisch-isotrope
Material
 ij = errij + 2eij (2.2)
ergibt sich unter Vernachlassigung der Volumenkrafte F die Bewegungsgleichung als
ein gekoppeltes partielles Dierentialgleichungssystem 2. Ordnung, die so genannte
Lame-Navier'sche Verschiebungs-Dierentialgleichung.
u+ (+ )rr  u = u (2.3)
In der beschriebenen Dierentialgleichung (2.3) sind  und  die Lame'schen Ma-
terialkonstanten,  die Querdehnungszahl,  der Schubmodul sowie E der Elasti-
zitatsmodul und  die Dichte des Kontinuums. Der auftetende Operator  in (2.3)
kennzeichnet den Laplace-Operator 5  5 = 52:
 =
E
2 (1 + )
(2.4)
 =
E
(1 + ) (1  2) (2.5)
Diese Dierentialgleichung bildet die Grundlage fur den weiteren Losungsweg. Zur
Losung von partiellen Dierentialgleichungen bietet die mathematische Literatur
unterschiedliche Losungswege an. Die vorliegende dreidimensionale Wellengleichung
wird in der Regel unter Nutzung eines Potentialansatzes entkoppelt und damit wei-
terfuhrenden Losungsmethoden zuganglich.
2.2 Losung der Wellengleichung
2.2.1 Helmholtz'scher Darstellungssatz
Nach Sommerfeld (Sommerfeld 1992a) kann jedes stetige im ganzen Raum denierte
Vektorfeld in einen wirbel- und quellenfreien Bestandteil entsprechend dem Helm-
holtz'schen Darstellungssatz zerlegt werden. Diese Zerlegung des Verschiebungsvek-
1Die Anwendung der Vektordivergenz 5 auf den Spannungstensor erfolgt nach Sommerfeld
(Sommerfeld 1992a).
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tors u erfolgt durch die Einfuhrung eines skalaren Potentials ' und eines Vektorpo-
tentials  nach (Schmutzer 1989).
u = r'+r (2.6)
Damit wird der Verschiebungsvektor in den wirbel- und divergenzfreien (quellenfrei-
en) Bestandteil zerlegt. Die separierten Felder genugen den Bedingungen
rot ' = 0 bzw. div = 0: (2.7)
Aus (2.7) folgt, dass die Divergenz des Feldes vollstandig in r' und die Rotation des
Feldes vollstandig in r enthalten ist. Die jeweiligen Verschiebungsanteile werden
durch die Potentiale ausgedruckt. Physikalisch reprasentiert das skalare Potential '
innerhalb (2.6) den wirbelfreien, also den formerhaltenden Anteil des Verschiebungs-
vektors. Mit  hingegen wird der divergenzfreie und damit der volumenerhalten-
de Anteil ausgedruckt. Nach Sommerfeld (Sommerfeld 1992a) korrespondieren die
transversalen Wellen mit dem quellenfreien und die longitudinalen Wellen mit den
wirbelfreien Bestandteilen des Verschiebungsfeldes.
Unter Verwendung von Zylinderkoordinaten erhalt man fur die Verschiebungen in
(2.6) die folgenden Ausdrucke
ur =
@'
@r
+
1
r
 z
@
  @ 
@z
u =
1
r
@'
@
+
@ r
@z
  @ z
@r
uz =
@'
@z
+
1
r
@
 
 r

@r
  1
r
@ r
@
: (2.8a-c)
Fur die eingefuhrten Potentiale gilt weiterhin die Beziehung:
O  = @ r
@r
+
1
r
@ 
@
+
@ z
@z
= 0: (2.9)
Durch die Anwendung des Potentialansatzes von (2.6) auf die Dierentialgleichung
(2.3), folgt die entkoppelte Darstellung der Gleichung bezuglich der Divergenz und
Rotation des gesamten Wellenfeldes.
r (+ 2)O2'  '+r hO2    i = 0 (2.10)
Die Losung der Dierentialgleichung (2.10) erhalt man, wenn die Klammerausdrucke
beider Summanden in Gl.(2.10) Null werden. Beachtet man zusatzlich fur den ent-
koppelten Teil des Vektorpotentials  die Beziehung O2 =O (O  ) OO , so
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lasst sich die entkoppelte Dierentialgleichung (2.10) in den folgenden vier partiellen
Dierentialgleichungen 2. Ordnung darstellen.
O
2' =
1
c2p
@2'
@t2
O
2 r  
 r
r2
  2
r2
@2 
@2
=
1
c2s
@2 
@t2
O
2   
 
r2
+
2
r2
@ r
@
=
1
c2s
@2 
@t2
O
2 z =
1
c2p
@2 z
@t2
: (2.11a-c)
Fur den Fall der Axialsymmetrie unter Anwendung einer vertikalen Punktlast und
der Nutzung von Zylinderkoordinaten reduzieren sich die in Gl.(2.8) gegebenen Ver-
schiebungen2
ur =
@'
@r
  @ 
@z
u =
@ r
@z
  @ z
@r
uz =
@'
@z
+
1
r
@
 
 r

@r
sowie die entkoppelten partiellen Dierentialgleichungen 2. Ordnung (2.11) um die
Abhangigkeit nach dem Azimut.
O
2' =
1
c2p
@2'
@t2
O
2 r  
 r
r2
=
1
c2s
@2 r
@t2
O
2   
 
r2
=
1
c2s
@2 
@t2
O
2 z =
1
c2p
@2 z
@t2
(2.12a-c)
2Im Fall der Axialsymmetrie und dem alleinigen Vorhandensein einer vertikalen Punktlast wird
die Veranderung der Verschiebungen bzw. der Potentiale um den Azimut
@
@
zu Null gesetzt.
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Die auftretenden Abkurzungen cs und cp reprasentieren Scher- und Kompressions-
wellengeschwindigkeit in Abhangigkeit von den Lame'schen Parametern.
c2p =
+ 2

c2s =


: (2.13a,b)
Der in Gl.(2.12) auftretende Laplace-Operator r2 ist ebenfalls in Zylinderkoordina-
ten deniert
O
2 =
@2
@r2
+
1
r
@
@r
+
@2
@z2
=
1
r
@
@r

r
@
@r

+
@2
@z2
:
Die partiellen Dierentialgleichungen (2.11) reprasentieren die entsprechenden Die-
rentialgleichungen fur die Kompressions- oder P-Welle sowie die Scher- oder S-Welle.
In der Literatur treten, im Zusammenhang mit den beschriebenen Eigenschaften der
Potentiale ' und  , mitunter auch die Bezeichnungen Longitudinal- bzw. Rotations-
welle fur die entsprechenden Gleichungen auf. Der Ansatz von Helmholtz, eingefuhrt
in die ursprungliche, gekoppelte Dierentialgleichung (2.3), ergibt somit die einzig
moglichen Wellentypen, die sich im unendlich ausgedehnten elastischen Kontinuum
ausbreiten konnen. Weiterfuhrend werden nur die Verschiebungen in radialer und
vertikaler Richtung betrachtet, da aus diesen der zu untersuchende Oberachenwel-
lentyp hervorgeht.
Ausgehend von den in Gl.(2.12a-c) entkoppelten Dierentialgleichungen werden die
entsprechenden Spannung- und Verschiebungsbeziehungen in einem Punkt des Konti-
nuums abgeleitet. Zur Losung der partielle Dierentialgleichungen 2.Ordnung werden
in dieser Arbeit die Integraltransformationen genutzt.
2.2.2 Integraltransformationen
Fur die analytische Losung der Wellengleichungen (2.12) werden in den angewand-
ten Naturwissenschaften im Wesentlichen die zwei folgenden Wege gegangen: zum
einen der Separationsansatz der Variablen und zum anderen die Moglichkeit der In-
tegraltransformationen. Beide fuhren zu einer moglichen Losung. Fur die Losung
der Gl.(2.12a-c) werden die Integraltransformationen genutzt. Diese stellen ein ele-
gantes Hilfsmittel dar, die entstandenen partiellen Dierentialgleichungen in einen
Bildbereich zu transformieren, in dem sie dann als gewohnliche Dierentialgleichun-
gen erscheinen. Diese gewohnliche Dierentialgleichung kann anschlieend mit einem
einfachen Produktansatz gelost werden. In Abhangigkeit der zu transformierenden
Kernfunktionen kann die Rucktransformation mitunter sehr umfangreich ausfallen
2.2 Losung der Wellengleichung 15
oder analytisch unmoglich sein3.
Im vorliegenden Fall, zur Losung der in Zylinderkoordinaten beschriebenen Wellen-
gleichungen (2.12), wird eine Hankeltransformation H bezuglich der Ortskoordinate
r und eine Fouriertransformation F bezuglich der Zeitvariablen t verwendet. Die
verwendeten Transformationsregeln sind nachfolgend fur die Transformation in den
Bildbereich
H(f) = fHn(k) =
1Z
0
f(r)Jn(kr)rdr
F(f) = ~f (!) =
1Z
 1
f (t) e i!tdt (2.14a,b)
und fur die Rucktransformation in den Originalbereich deniert.
H(fHn) = f(r) =
1Z
0
fHn(k)Jn(kr)kdk
F( ~f) = f (t) =
1
2
1Z
 1
~f (!) ei!td!: (2.15a,b)
In Gl.(2.14) und (2.15) sind k (Wellenzahl) und ! (Kreisfrequenz) die entsprechen-
den Integrationsparameter der Integraltransformation. Zur Anwendung der Trans-
formationen auf die Wellengleichungen (2.11) sind die folgenden Rechenregeln fur
die Transformationen der partiellen Ableitungen im Originalbereich4 erforderlich.
F

@f
@t

= i!F(f) = i! ~f
F

@2f
@t2

=  !2F(f) =  !2 ~f
Hn

1
r
@
@r

r
@f
@r

=  k2Hn(f) =  k2fHn (2.16a-c)
3Im Regelfall wird die Rucktransformation numerisch durchgefuhrt. Nur in Sonderfallen kann
diese analytisch angeben werden.
4Die Ableitungen der Fouriertransformation sind vielfach zitiert (Bronstein, Semendjajew, Mu-
siol & Muhlig 2001, Trim 1990). Die entsprechenden Ableitungen der Hankeltransformation erhalt
man nach Durchfuhrung der Transformation mit der Hankelfunktion gewunschter Ordnung n.
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Die zeitlichen Anfangsbedingungen der Potentiale ';

' und  ;

 konnen analog
den Bedingungen von u bzw.

u deniert werden:
' (r; z; t = 0) =  (r; z; t = 0) =

' (r; z; t = 0) =

 (r; z; t = 0) = 0: (2.17a,b)
Mit Transformation der Gleichungen (2.12) bezuglich der Zeit ergibt sich die bekann-
te Darstellung der Helmholtz'schen Dierentialgleichung: 
O
2 + k2p

' = 0: (2.18)
Die Losung dieser Dierentialgleichung ergibt das Potential '( r; z; !), jedoch erst
mit der Anwendung der inversen Fouriertransformation
(r; z; t) =
1
2
1Z
 1
(r; z; !)ei!td!
wird die endgultige Losung von '(r; z; t) bestimmt. Das heit, die Losung der Helm-
holtzgleichung korrespondiert mit einer Losung oder einem Spektrum im Frequenz-
bereich.
Fur die Transformation der Gl.(2.12) bezuglich der Ortskoordinate r wird in der
Wahl der zu nutzenden Ordnung n fur die Besselfunktion Jn dem Vorgehen von
(Achenbach 1980) gefolgt. Danach wird fur das Potential ' eine Hankeltransformati-
on 0. Ordnung und fur das Potential  eine Transformation 1. Ordnung durchgefuhrt.
Mit diesen Transformationen werden die Dierentialgleichungen (2.18) bzw. (2.12)
in gewohnliche Dierentialgleichungen der Koordinate z uberfuhrt.
!2
c2p
~'H0 +
@2~'H0
@z2
  k2~'H0 = 0
!2
c2s
~ 
H1
+
@2~ 
H1
@z2
  k2~ H1 = 0 (2.19a,b)
Mit  =
p
k2   k2p und  =
p
k2   k2s kann die gesamte Losung der gewohnlichen
Dierentialgleichungen (2.19) mit den unbekannten noch zu bestimmenden Wellen-
koezienten Csd, Csu, Cpd, Cpu
~'H0 = ~'H0 (k; !; z) = Cpue
z + Cpde
 z
~ 
H1
= ~ 
H1
(k; !; z) = Csue
z + Csde
 z (2.20a,b)
im zweifachen Bildbereich k   ! angegeben werden. Mit ks und kp seien hier die
Wellenzahlen der Scher- und Kompressionswellen als Quotienten der Kreisfrequenz
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zu der jeweiligen Wellengeschwindigkeit kp =
!
cp
und ks =
!
cs
, bezeichnet5.
Bei spateren Betrachtungen werden die genutzten Wurzelausdrucke durch eine kom-
plexe Erweiterung zu doppeldeutigen Funktionen von k und !. Um zu einer eindeu-
tigen Losung im Zusammenhang mit diesen Funktionen zu gelangen, wird der zu
einem positiven Realteil von  und  fuhrende Losungsteil betrachtet, d.h. es soll
<fg  0 und <fg  0 (2.21a,b)
gelten (Ewing et al. 1957). Entsprechend dieser Feststellung streben die Terme mit
Csu, Cpu von Gleichung (2.20) mit zunehmender Tiefe z gegen unendlich, mit ihnen
auch die Potentiale ' und  und damit letztlich auch die Verschiebungen, was aus
physikalischer Sicht der Abstrahlungsbedingung jedoch ausgeschlossen werden muss.
Diese Abstrahlungsbedingungen gelten fur den Fall, dass ein homogener Halbraum
angenommen wird. Im Gegensatz dazu konnen im Bereich der vorhandenen Boden-
schichtung durch Reexionen und Refraktionen der Wellen an den Schichtgrenzen
beide Terme der Losungsfunktion (2.20) auftreten.
Um die multiplen Reexionen und Refraktionen an den Schichtgrenzen bei gleich-
zeitigem Abklingen der Wellen in groer Tiefe sicherzustellen, werden daher nur die
Koezienten Cpu und Csu in der Denition des Halbraums zu Null gesetzt, so dass
diese Terme in der Beschreibung des Halbraums verschwinden. Auf die Denitio-
nen der weiteren Randbedingungen, die zur vollstandigen Beschreibung der vertika-
len Heterogenitat eines Bodens einschlielich einer entsprechenden Quelle notwendig
sind, wird in Kapitel 2.2.3 eingegangen. Es hat sich gezeigt, dass die Anpassung von
Randbedingungen wesentlich einfacher im Bildbereich vorgenommen werden kann.
Zu diesem Zweck werden vorab die uber den Helmholtz'schen Darstellungssatz aus-
gedruckten Verschiebungen (2.8) in den Bildbereich transformiert. Unter Berucksich-
tigung der Transformationsregeln (2.14) fur die partiellen Ableitungen ergeben sich
fur die transformierten Verschiebungen
~uH1r =  k~'H0  
@~ 
H1
@z
~uH0z =
@~'H0
@z
+ k~ 
H1
: (2.22a,b)
Unter Nutzung der Spannungsdenition in elastisch-isotropen Materialen erhalt man
5Die Indizes der Gleichungen (2.19a,b und 2.20a,b), H0 und H1, bezeichnen die genutzte Art der
Hankelfunktion wahrend der Transformation. Die Kenntnis uber die genutzten Transformationen
sind fur die korrekte Rucktransformation notwendig.
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fur die entsprechenden Spannungskomponenten im Bildbereich
~H0z = 
(
2k2   !
2
c2s

~'H0 + 2k
@~ 
H1
@z
)
~H1zr =  

2k
@~'H0
@z
+

2k2   !
2
c2s

~ 
H1

: (2.23a,b)
Werden die erhaltenen Losungen der Potentiale ' und  (Gl.2.20) in die Gleichungen
(2.22) und (2.23) eingesetzt, so konnen die transformierten Spannungen und Verschie-
bungen an einem Punkt innerhalb des Kontinuums angegeben werden.
~uH1r =  k
 
Cpue
z + Cpde
 z  @
@z
 
Csue
z + Csde
 z
~uH0z =
@
@z
 
Cpue
z + Cpde
 z+ k  Csuez + Csde z
~H0z = 

2k2   !
2
c2s
 
Cpue
z + Cpde
 z+ 2k @
@z
 
Csue
z + Csde
 z
~H1zr =  

2k
@
@z
 
Cpue
z + Cpde
 z+ 2k2   !2
c2s
 
Csue
z + Csde
 z
(2.24a-d)
Auf Basis dieses Gleichungssystems wird in den nachsten Kapiteln, mit entspre-
chenden Rand- und Kontinuitatsbedingungen, das Modell des belasteten, vertikal
heterogenen Halbraums formuliert.
2.2.3 Rand- und Kontinuitatsbedingungen
In der Denition der Belastung des Modells wird diese den durchzufuhrenden Expe-
rimenten in der Standortidentikation angepasst. Entsprechend dieser Aufgabenstel-
lung wird die Belastung als vertikale Punktlast deniert. Nach Harkrider (Harkrider
1964) kann eine seismische Quelle zur Berechnung der Verschiebungen als Spannungs-
diskontinuitat deniert werden. Damit konnen die Verschiebungen und Spannungen
-in Abhangigkeit von der seismischen Quelle- im Frequenzbereich beschrieben wer-
den. Diese Funktionen stellen die Green'schen Funktionen im Frequenzbereich dar.6
Fur den hier betrachteten Fall wird zur Herleitung der Punktbelastung von einer
kreisformigen Last ausgegangen werden (siehe Anhang A). Die gegebenen Spannungs
6In (Bode 2000) wird die Bezeichnung der Green'schen Funktion im Zusammenhang mit der
Fundamentallosung des homogenen Halbraumproblems genutzt. Dabei ist die Green'sche Funktion
als die Antwort eines linear elastischen Systems auf die Beanspruchung einer Dirac-Impulsfunktion
deniert. Fur komplexere Strukturen ist oftmals eine Zeitbereichslosung nicht mehr moglich und
eine entsprechende Losung im Frequenzbereich wird in der Literatur als Green'sche Funktion im
Frequenzbereich bezeichnet.
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- Randbedingungen haben nach der Transformation in den Bildbereich die Form
~H0z =
Pz
2
~H1zr = 0: (2.25a,b)
Zur Beschreibung eines vertikal inhomogenen Bodens konnen unterschiedliche Mo-
delle herangezogen werden. Vrettos (Vrettos 1988) modizierte die allgemeine Grund-
gleichung (2.5) durch die Einfuhrung eines kontinuierlichen, tiefenabhangigen Schub-
moduls. Dieses Vorgehen entspricht in der Annahme dem Gibson-Halbraum (Gib-
sonmodell (Awojobi 1972)): (z) = 0(1 + bz) bzw. dem Wurzel-Halbraum: (z) =
0(1 + b
p
z). Gupta (Gupta 1966) und (Ewing et al. 1957) nutzen zur Modizierung
die Funktion des Schubmoduls (z) = 0(1 + bz)
p:
In dieser Arbeit soll eine andere Vorgehensweise genutzt werden, um die Steigkeits-
veranderung im Boden zu beschreiben. Dazu wird dieser mit horizontalen, homoge-
nen, elastischen und isotropen Schichten beschrieben, die an naturliche Begebenhei-
ten angepasst werden. In numerischen Losungen wird diese Vorgehensweise oft als
Thin-Layer-Method (TLM) (Kausel & Roesset 1981) und (Waas 1972) benannt. Die
analytisch korrekte Losung wird bei dieser Vorgehensweise approximiert.
Der Vorteil dieser Modellierung besteht darin, dass problemlos Anderungen im Stei-
gkeitsverhalten uber die Tiefe, wie eingelagerte Schichten mit niederer Wellenge-
schwindigkeit, in das Modell integriert werden konnen. Eine Interaktion der Schicht-
pakete ndet uber die entsprechenden Grenzachen der jeweiligen Schichten statt.
Die Kopplung der unterschiedlicher Schichten wird dabei uber Kontinuitatsbedin-
gungen an den Schichtgrenzen erreicht. Diese Denition beinhaltet die Gesetzmaig-
keiten der Reexion und Refraktion an Schichtgrenzen. Die so entstehenden Uber-
tragungseigenschaften einer Schichtung werden durch die denierten Grenzachen
beeinusst.
In Abhangigkeit von der Art der Grenzache tritt an ihr eine Modikation der Wel-
lentypen auf. An der Oberache des Halbraums7 (geschichtet oder ungeschichtet)
wird eine Totalreexion der Wellen angenommen, Abb.(2-1).
Die in den Abb.(2-1) nicht dargestellten Oberachenwellen konnen auch als das Re-
sultat der Interferenz von laufenden Korperwellen an Grenzachen verstanden wer-
den und mit einem imaginaren Einfallswinkel an der Oberache entlang propagieren.
7Im Regelfall wird als Modell ein Halbraum-Vakuum-Modell angenommen. Damit sind bei der
Untersuchung mechanischer Wellen die Amplituden von einfallender und reektierter Welle, auf-
grund des Impedanzsprungs, gleich. Das eigentlich anstehende Luft-Gasgemisch wird nur in Son-
derfallen berucksichtigt. Die exakte physikalische Losung bringt damit eine Aufteilung der Energie
in reektierte und refraktierte Welle an der Oberache mit sich. In Fallen mit geringem Impedanz-
unterschied zwischen der festen oder ussigen oberachigen Schichtung und der Luft kann es vor-
kommen, dass die als Luftschall transportierte Energie bedeutsam wird (Ewing et al. 1957).
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Abbildung 2-1: Darstellung der Reexionen an der Halbraumkante bei einfallenden
P- und SV-Wellen.
Eine Grenzache zwischen zwei Medien ist neben auftretenden Reexionen von
Refraktionen gepragt, Abb.(2-2). Fur die Reexion und Refraktion gelten die Ge-
setze der Optik, insbesondere das Snell'sche Gesetz. Demnach ist der Winkel der
refraktierten bzw. reektierten Welle abhangig vom Impedanzunterschied zwischen
den angrenzenden Medien. Wesentlich fur jede Art der Reexion und Refraktion an
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Abbildung 2-2: Darstellung der Reexionen und Transmissionen an einer Schicht-
grenze bei einfallenden P- und SV-Wellen.
einer Schichtgrenze ist die Erhaltung der transportierten Energie in einer Welle, wel-
che sich in eine reektierte und eine refraktierte Welle aufspaltet, aber in der Summe
gleich bleibt. Der Verlust von Energie in einer Welle kann nur durch eine Materi-
aldampfung im Korngerust (Reibung) erfolgen. Die geometrische Dampfung bezieht
sich nur auf die Verteilung der Gesamtenergie, auf den Radius der propagierenden
Wellenfront. Ist keine seismische Quelle an einer Schichtgrenze vorhanden, so kann
die Kontinuitatsbedingung an einer Schichtgrenze in Form der Gl.(2.26) deniert
werden. 8>><>>:
~uH1r
~uH0z
~H1zr
~H0z
9>>=>>;
i
=
8>><>>:
~uH1r
~uH0z
~H1zr
~H0z
9>>=>>;
i+1
(2.26)
Bendet sich in einem Schichtenpaket eine Flussigkeitsschicht, so ist die Formulie-
rung (2.26) nicht mehr in ihrer kompletten Denition ubertragbar. Infolge des Feh-
lens von S-Wellen in einer solchen Schicht und der Unbestimmtheit der horizonta-
len Verschiebung an der Schichtgrenze, werden gesonderte Vereinbarungen getroen
(Ewing et al. 1957). Auf die Besonderheiten und Untersuchungen von auiegenden
oder eingelagerten Flussigkeitsschichten wird allerdings in dieser Arbeit verzichtet.
Fur die Behandlung der Wellenausbreitung in geschichteten Medien ist die Nutzung
von Matrixmethoden bequem und von methodischem Vorteil. In den nachfolgenden
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Kapiteln werden zwei Matrixmethoden geschichteter Boden als Grundlage fur eige-
ne Untersuchungen genutzt. Die leicht umgestellte Schreibweise der resultierenden
Spannungs-Verschiebungs-Gleichungen in Matrizenform (Gl.2.27) ist die mathema-
tische Grundlage dieser Verfahren.8>>><>>>:
~uH1r
~uH0z
~H1zr
~H0z
9>>>=>>>; =
26664
 k   k  
  k  k
2k   (2k2   k2s)  2k   (2k2   k2s)
 (2k2   k2s)  2k  (2k2   k2s) 2k
37775 
26664
e z 0 0 0
0 e z 0 0
0 0 ez 0
0 0 0 ez
37775
8>>><>>>:
Cpd
Csd
Cpu
Csu
9>>>=>>>;
bzw. n
~fHn
o
= E   (z)  fCg (2.27a,b)
Die Variable k2s in Gl.(2.27) kennzeichnet das Verhaltnis
!2
c2s
.
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Die Modellierung einer veranderlichen Halbraumsteigkeit kann als Abfolge homoge-
ner Schichten realisiert werden. Die Vorzuge des Modells bestehen in der Anpassung
an eine Vielzahl von Randbedingungen unter Beibehaltung der Ahnlichkeit zu geolo-
gischen Strukturen. Durch die weitestgehend analytischen Formulierungen existiert
eine entsprechend gute Interpretierbarkeit in den resultierenden Verschiebungsglei-
chungen.
Die so denierte Beschreibung des geschichteten Halbraums kann numerisch sehr
ezient auswertet werden. Das verbreiteteste Verfahren ist der Thomson-Haskell-
Rekursionsalgorithmus (nachfolgend T/H - Methode genannt), der zur Bestimmung
von Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten geschichteter Prole des Erdmantels
entwickelt wurde (Haskell 1953). Die Leistungsfahigkeit der Methode in der Um-
setzung numerischer Berechnungen unter Beibehaltung eines ubersichtlichen, physi-
kalischen Modells, fuhrten zur vielfachen Verwendung in bereits existierenden Pro-
grammen. Ein Nachteil des Algorithmus ist die groe numerische Instabilitat bei
der Untersuchung von Oberachenwellenfeldern bzw. kompletter Wellenfelder. Diese
Instabilitat erklart sich durch das Auftreten der Schichtdicke, Frequenz und Wel-
lenzahl in positiven Exponentialtermen als Bestandteil der Losungsfunktionen der
elastischen Wellengleichung (2.24a-d). Neben den zum Teil numerisch nicht mehr
darstellbaren Zahlengroen treten Fehler in der Berechnung aufgrund der endlichen
Rechengenauigkeiten auf. Beispielsweise verschlucken die numerisch groen Terme
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andere, unabhangige Anteile der Losung, die um Groenordungen kleiner sind.
Zur Verminderung oder Vermeidung dieser numerischen Instabilitaten wurden ver-
schiedene erweiternde Techniken zu dem genannten Verfahren sowie neue Verfahren
entwickelt. Fruhe Uberlegungen zu diesem Problem und einer teilweisen Verbesserung
sind in Dunkin (Dunkin 1965) und Watson (Watson 1972) publiziert. Es erfolgt bei
Anwendung dieser Verfahren aber nur eine teilweise Vermeidung der Multiplikation
von Exponenten. Die anwachsenden Exponenten sind noch immer vorhanden. Un-
abhangig davon wurde von Schwab & Knopo (Schwab & Knopo 1970) eine eigene
Methode entwickelt, die eine ahnliche Wirkung bezuglich der Exponenten aufweist,
aber in der Rechenzeit zur Bestimmung von Dispersionskurven wesentlich schneller
ist.
Die Delta Matrix Methode (Buchen & Ben-Hador 1996) ist neben der Abo-Zena Me-
thode (Abo-Zena 1979) ein weiterer Versuch, die numerischen Schwierigkeiten bei der
Bestimmung von Phasengeschwindigkeiten zu beseitigen und die Berechnungsgenau-
igkeit zu erhohen. Beide Verfahren basieren auf der Umordnung bzw. Erweiterung
der ursprunglichen Frequenzgleichung. Die Verwendung dieser Methoden ist dabei
ausschlielich auf die Ermittlung von Eigenwerten ausgerichtet, so dass eine erwei-
terte Nutzung im Zusammenhang mit einer Quelle schlecht realisierbar ist.
Mitte der achziger Jahre veroentlichte Kennett (Kennett 1983) eine umfassende
Darstellung der Reektivitatsmethode, welche in Muller (Muller 1985) sehr anschau-
lich nachvollzogen werden kann. Die Grundlage dieser interessanten Methode sind
Wellenfelder, welche sich im elastischen Vollraum, von der Quelle ausgehend, durch
das Medium fortpanzen. An jeder Diskontinuitat wird die physikalisch notwendige
Stetigkeit dadurch erreicht, dass als sekundare Wellen, transmittierte und reektier-
te Kompressions- und Scherwellen in Abhangigkeit von der einfallenden Korperwelle
erzeugt werden. Formuliert man auf diese Weise das komplette Wellenfeld mit allen
Mehrfachreexionen, fuhrt die Beschreibung auf eine Verkettung von Matrizen, die
analytisch geschlossen ausgedruckt werden kann.
Ein entscheidender Punkt dieses Verfahrens ist, dass die angesprochenen numerischen
Instabilitaten nicht auftreten. Formal wird dies von Kennett & Kerry (Kennett, Ker-
ry & Woodhouse 1978) gezeigt.
Ausgehend von Kennett (Kennett 1983) und Apsel (Luco & Apsel 1983) entwickelte
Chen (Chen 1993) die Methode der Allgemeinen Reexions- und Transmissionsko-
ezienten (nachfolgend R/T-Methode genannt). Die entscheidenden Vorzuge dieser
Methode gegenuber der von Kennett liegen in der wesentlichen Vereinfachung des
Verfahrens durch die Einfuhrung von allgemeinen Reexions- und Transmissionsko-
ezienten und dem klar umrissenen physikalisch-mathematischen Hintergrund.
Ein weiterer Vorzug liegt in der Nutzung von Basislosungen die denen des T/H-
Verfahren entsprechen (siehe Kapitel 2.3.3). Es ndet im Wesentlichen nur eine Um-
formung der Terme zur Beschreibung der Schichteigenschaften statt, womit die ma-
thematischen Eigenschaften des Haskell-Rekursionsalgorithmus auch fur die Methode
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der R/T-Koezienten gelten. Der Vorteil liegt in der Vermeidung der exponentiell
anwachsenden Terme bzw. der damit verbundenen numerischen Instabilitaten sowie
der Nutzung eines klaren physikalischen Modells, siehe Kapitel 2.3.3.
Aufbauend auf der Approximation des vertikal heterogenen Halbraums durch eine
vertikale Schichtung, wird die Quelle nach Gleichungen (2.25) als eine Spannungs-
diskontinuitat, analog Harkrider (Harkrider 1964), deniert. Die Position der seis-
mischen Quelle kann in einer beliebigen Tiefe des geschichteten Halbraums in die
homogene Schicht eingefuhrt werden (Hisada 1994).
So problematisch die Verwendung des Losungsverfahren von Thomson und Haskell
(Haskell 1953) auch ist, bei der analytischen Untersuchung des Wellenfeldes ist das
Verfahren durch die ubersichtliche mathematische Darstellungsweise von erheblichem
Nutzen. Um eine solche Analyse nach der Reektivitatsmethode (Kennett 1974) oder
der R/T - Methode (Chen 1993) realisieren zu konnen, mussten viele der zusatzlich
auftretenden Ausdrucke ebenfalls analytisch ausgewertet werden. Das wurde zu den
gleichen Matrizen fuhren, die auch der T/H-Algorithmus verwendet, allerdings in
andere Faktoren zerlegt (Buchen & Ben-Hador 1996).
Aufgrund der hohen numerischen Stabilitat der R/T-Methode wurde in den nu-
merischen Untersuchungen ausschlielich diese Methode verwendet. Fur analyti-
sche Betrachtungen, wie z.B. innerhalb der Konturintegration, wird aus Grunden
der Ubersichtlichkeit das T/H-Verfahren genutzt. Durch die gegenseitige Substituti-
onsmoglichkeit beider Methoden konnen die jeweilig vorteilhaften Eigenschaften in
den theoretischen und numerischen Untersuchungen genutzt werden.
2.3.1 Thomson-Haskell-Algorithmus
In dem Thomson-Haskell-Algorithmus (T/H-Methode) werden die Transfereigen-
schaften einer horizontalen Schicht durch mathematisch kompakte Ubertragungs-
matrizen beschrieben. Die Herleitung dieser Matrizen ist an verschiedene Randbe-
dingungen (Kapitel 2.2.3) bezuglich Oberache und Grenzachen in einer Schichtung
geknupft. Als Forderung steht die Kontinuitat des Wellenfeldes an jeder Grenzache
sowie die Einhaltung der Abstrahlungsbedingungen im homogenen Halbraum. Bei
den Abstrahlungsbedingungen ist die Anordnung der seismischen Quelle zu beruck-
sichtigen. So werden im Fall einer auf der Oberache bzw. innerhalb der Schichten
positionierten Quelle nur mit der Tiefe abnehmende Wellenterme im anstehenden
Halbraum zugelassen (siehe Kapitel 2.2.2).
Fur den Fall einer im Halbraum liegenden Quelle werden durch die spharische Ab-
strahlung der Wellen aus dem Halbraum ankommende Wellen zugelassen. Ein dafur
typisches Beispiel ist das Einfallen von Erdbebenwellen in die auiegende Boden-
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schichtung und die daraus resultierende Wellenmodikation8. Ausschlaggebend bei
der Untersuchung verschiedener Wellentypen ist der Einfallswinkel innerhalb der
Schichtung. Ein realer Winkel ist Indiz fur die Existenz von Korperwellen, wahrend
imaginare Einfallswinkel Grenzschichtwellen denieren.
Die nachfolgend aufgefuhrte mathematische Formulierung beschreibt mit den ge-
nannten Randbedingungen die theoretische Wellenausbreitung in einem Medium,
wobei die nach Gl.(2.24) auftretenden Wellenarten zugelassen sind. Fur die Ablei-
tung der Methode ist in Abb.(2-3) das in diesem und den weiteren Verfahren verwen-
dete Bodenmodell abgebildet. Aufbauend auf diesem Modell sind die verwendeten
Koordinaten und Notationen in den Methoden deniert.
freie Oberfläche
m ,r  l1 1, 1
m ,r  l2 2 2,
m ,r lj j j,
m ,r lj+1 j+1 j+1,
m ,r lN N N,
m ,r lN+1 N+1 N+1,
z
x, r
z
(1)
z
(2)
z
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(N-1)
z
(N)
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Abbildung 2-3: Verwendetes Bodenmodell nach (Chen 1993).
Ausgehend von der ursprunglichen Entwicklung dieser Methode, der Untersu-
chung der Eigenwertproblematik eines Kontinuums, wird die Denition einer span-
nungsfreien Oberache bei z = 0 eingefuhrt. 
~H1z ; ~
H0
zr
T
= 0 (2.28)
Wie in Kapitel 2.2.3 beschrieben, erfordert das Ausschlieen seismischer Quellen an
8Im Regelfall werden die einfallenden seismischen Wellen infolge Erdbeben durch die auiegen-
den Bodenschichten verstarkt. Die dabei auftretende Modikation kann mittels den Ubertragungs-
funktionen fur einfallende Korperwellen relativ einfach bestimmt werden. Das Ergebnis derartiger
Untersuchungen ergibt u.a. die Denition sogenannter standortabhangiger Antwortspektren zur
Bemessungshilfe seismisch beanspruchter Bauwerke. In Weienburg (Weienburg 1994) wurde das
Verhalten von verschiedenen Bodenmodellen unter dem Einuss einfallender Erdbebenzeitverlaufe
untersucht. Das anelastische Materialverhalten unter seismischer Beanspruchung wurde durch eine
aquivalent lineare Berechnung simuliert. Die theoretische Basis derartiger Untersuchungen liefert
ebenfalls, leicht modiziert, das Thomson-Haskell-Verfahren (Roesset & Whitman 1969, Roesset &
Jones Jr. 1970).
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einer Grenzschicht folgende Kontinuitatsbedingung an den Schichtgrenzen
~fHnj
 
zj

= ~fHnj+1
 
zj

: (2.29)
Mit der Beschreibung der Spannungen und Verschiebungen an den oberen und unte-
ren Grenzachen ist nach kurzer Umformung und unter Beachtung der Kontinuitats-
bedingungen nach Gl.(2.29) die Denition der Ubertragungsmatrix einer Schicht j
moglich. Diese Betrachtungsweise entspricht dem Zuweisen eines lokalen Koordina-
tensystems zu jeder Schicht, siehe Abb.(2-4a).n
~fHnj
o
(z=0)
=

Ej
 h
j(z=0)
i h
j(z=h)
i 1 
Ej
 1 n ~fHnj o
(z=h)
=

Dj
 n
~fHnj
o
(z=h)
(2.30)
Mit dem Produkt aller auftretender Transfermatrizen Dj und der Halbraumbeschrei-
bung kann die Modikation des Wellensignals durch die gekoppelte Schichtenabfolge
- N Schichten gelagert auf einem Halbraum - in Gl.(2.31) geschlossen beschrieben
werden.
n
~fHn1
o
(z=0)
=
NY
j=1

Dj
  EN+1N+1 fCgN+1 mit j = 1:::N (2.31)
Die in Gl.(2.31) genutzte Indizierung j entspricht der Schichtung bzw. N + 1 dem
uberlagerten Halbraum im Prol. Die Beschreibung der Matrizen E,  ist in Gl.(2.27)
gegeben.
Fur die Untersuchung des Eigenwertproblems freier Oberachenwellen besitzt man
damit einen Algorithmus, der uber die Kopplung der Matrizen alle reektierten und
transmitterten Wellen an den Schichtgrenzen einschliet. Uber das Auftreten von re-
ellen oder imaginaren Wurzelausdrucken i und i in den Exponenten von Gl.(2.31)
bzw. Gl.(2.27a,b) wird die Art der Welle, Korper- oder Oberachenwelle, bestimmt.
2.3.2 Methode der allgemeinen Reexions- und Transmissi-
onskoefzienten
Diese Methode lost das numerische Stabilitatsproblem durch eine Zerlegung bzw.
Umgruppierung der Matrizen sowie der Zuordnungsanderung der in jeder Schicht
vorhandenen Exponenten aus der Losung der Dierentialgleichung. Es existiert ei-
ne Ahnlichkeit zum Verfahren von Kennett (Kennett 1983), doch das physikalische
Modell ist klarer formuliert. Fur die Ableitung der Methode wird analog zu dem
T/H-Verfahren von den Spannungs- und Verschiebungsdenitionen eines Punktes
des Kontinuums ausgegangenn
~fHn
o
= E   (z)  fCg : (2.32)
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Fur die Formulierung der Reexions- und Transmissionskoezienten muss das obi-
ge Gleichungssystem in Form der darin enthaltenen Submatrizen und Subvektoren
beschrieben werden. Der Index j steht fur die betrachtete Schichtung j; mit den
vorhandenen Spannungen, Verschiebungen und Kennwerten, siehe auch Abb.(2-3).
~UHnj (z)
~Hnj (z)

=

Ej11 E
j
12
Ej21 E
j
22

jd (z) 0
0 ju (z)

Cd;j
Cu;j

(2.33)
Die Zerlegung erfolgt in der Art, dass E11, E12, E21 und E22 je 2 x 2 Submatrizen
von Ej und die Terme
~UHnj ;
~Hnj ; Cd;j; Cu;j
jeweils 1 x 2 Subvektoren des Verschiebungs- und Spannungs- sowie des Koezien-
tenvektors sind.
~UHnj (z) =

~uH1r;j (z)
~uH0z;j (z)

; ~Hnj (z) =

~H1zr;j (z)
~H0z;j (z)

(2.34)
Cjd =
(
Cjpd
Cjsd
)
; Cju =

Cjpu
Cjsu

fur j = 1; 2; :::; N (2.35)
Nach Chen (Chen 1993) werden die Exponenten in  (z) so deniert, dass keine
exponentiell anwachsenden Terme vorhanden sind. Dazu werden die Terme jd (z)
und ju (z) durch die Multiplikation mit Faktoren exp (+
jzj 1) und exp ( jzj)
sowie exp (+jzj 1) und exp ( jzj) modiziert. Physikalisch stehen die Ausdrucke
in jd (z) und 
j
u (z) fur abwarts und aufwarts laufende Wellen der Schicht j, wahrend
Cjd und C
j
u die entsprechenden Koezienten derselben sind.
jd (z) = diag

exp
 j  z   zj 1 ; exp  j  z   zj 1 	
ju (z) = diag

exp
 j  zj   z ; exp  j  zj   z 	 (2.36)
Die Modikation der Exponenten kann als das Hinzufugen einer Erweiterungsmatrix
zu dem Exponentialausdruck verstanden werden,
~UHnj (z)
~Hnj (z)

=

Ej11 E
j
12
Ej21 E
j
22

jd (z) 0
0 ju (z)
 
jd;mod 0
0 ju;mod
!
Cd;j
Cu;j

(2.37)
wobei die Erweiterungsausdrucke 
j
d;mod (z) und 
j
u;mod (z) unabhangig von der glo-
balen Laufvariable z sind.
jd;mod (z) = diag

exp

jzj 1

; exp

jzj 1
 	
ju;mod (z) = diag

exp
 jzj ; exp  jzj 	 (2.38)
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Die Erweiterung der Exponentialmatrix ist so zu interpretieren, dass die Faktoren
zuvor in den unbekannten Koezienten Cjd und C
j
u enthalten waren. Mit diesem Vor-
gang wird das lokale Koordinatensytem im T/H-Verfahren aufgelost. Ausgangspunkt
ist das globale Koordinatensystem nach Abb.(2-3), das mit den lokalen Exponenti-
alfunktionen exp (jzj 1) und exp (jzj 1) modiziert wird.
Betrachtet man die Verschiebungsbeziehung zwischen oberer und unterer Grenze
einer einzelnen Schicht, so kann mit Gl.(2.37) leicht nachgewiesen werden, dass diese
Formulierung in die Schreibweise nach Gl.(2.30) uberfuhrt werden kann. Zusammen
mit der Uberfuhrung der kompletten R/T-Methode in die T/H-Methode nach Ka-
pitel 2.3.3 sind die entsprechenden mathematisch und physikalischen Eigenschaften
der beiden Methoden gleich. Dieses dient als Voraussetzung fur die Losung und Be-
rechnung der Green'schen Funktionen in Kapitel 2.5.
Fur die Aufstellung der notwendigen Gleichungen der Reexions- und Transmissi-
onskoezienten wird von einer anderen Darstellung der Schichtinteraktion als beim
Thomson-Haskell-Rekursionsalgorithmus ausgegangen. Die Grundlage fur die R/T-
Methode sind die entstehenden Wellentypen aufgrund von Reexionen und Transmis-
sionen einfallender Wellenfelder an Grenzachen. Entsprechend diesen Betrachtung
werden die an jeder Schichtgrenze modizierten Reexions- und Transmissionsko-
ezienten deniert. Diese werden nachfolgend mit R und T fur die Reexion und
Transmission bezeichnet. Der Index d bzw. u steht fur eine abwarts und aufwarts
gerichtete Wellenbewegung.
Cj+1d = T
j
dC
j
d +R
j
uC
j+1
u
Cju = R
j
dC
j
d + T
j
uC
j+1
u fur j = 1; 2; :::; N (2.39)
Fur den unterlagerten Halbraum ergeben sich durch das Ausschlieen einfallender
Wellenfelder an der Grenzache N folgende Beziehungen.
CNd = T
N
d C
N
d C
N
u = R
N
d C
N
d (2-40)
Bei Verwendung von Gl.(2.37) fur die j-te und (j + 1)-te Bodenschicht unter Be-
achtung der Kontinuitatsbedingungen aus Kapitel 2.2.3 lassen sich die modizierten
Reexions- und Transmissionskoezienten an den jeweiligen Grenzschichten explizit
als 
T jd R
j
u
Rjd T
j
u

=

Ej+111  Ej12
Ej+121  Ej22
 1 
Ej11  Ej+112
Ej21  Ej+122
 
jd(z
j) 0
0 j+1u (z
j)

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
TNd
RNd

=

EN+111  EN12
EN+121  EN22
 1
EN11
N
d (z
N )
EN21
N
d (z
N )

(2.41a,b)
angeben, mit j = 1; 2, ... ,N   1. Die als allgemeine Reexions- und Transmissions-
koezienten R^jd und T^
j
d an jeder Grenzache denierten Terme
Cj+1d = T^
j
dC
j
d und C
j
u = R^
j
dC
j
d fur j = 1; 2; ...,N
konnen nun unter Nutzung der modizierten R/T-Koezienten abgeleitet werden.
T^ jd =
n
I   RjuR^j+1d
o 1
T jd
R^jd = R
j
d + T
j
uR^
j+1
d T^
j
d fur j = 1; 2; :::; N   1
T^Nd = T
N
d
R^Nd = R
N
d fur j = N (2.42)
Physikalisch beinhalten die allgemeinen R/T-Koezienten die Aufsplittung der Wel-
lenenergie an einer Schichtgrenze in die entstehendenen reektierten und refraktier-
ten Wellenanteile an einer Schichtgrenze, Abb.(2-4b).
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Abbildung 2-4: a) Wellenkoezienten an den entsprechenden Schichtgrenzen fur die
T/H-Methode, b) Wellenkoezienten an den entsprechenden Schichtgrenzen fur die
R/T-Methode.
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Durch die Einfuhrung veranderter Randbedingungen bezuglich der Spannungen
und Verschiebungen in einem Punkt des geschichteten Halbraums, wie Position der
Erregungsquelle, Spannung- oder Verschiebungsfreiheit einer Schichtgrenze, sind die
R/T-Koezienten jeweils an die entsprechenden Randbedingungen anzupassen. Fur
die Herleitung dieser Betrachtungen sei auf die Kapitel 2.5 und 4 verwiesen.
2.3.3 Herleitung der Reexions- und Transmissionskoefzi-
enten aus dem Thomson-Haskell-Algorithmus
Die Herleitung der R/T-Methode soll ausgehend von den Gleichungen einer Mehr-
fachschichtung in der Schreibweise der Ubertragungsmatrizen dargestellt werden. Die
Grundgleichung der gekoppelten Transfermatrizen ist nach Gleichung (2.31) durch
den Ausdruck n
~fHn1
o
(z=0)
=
NY
j=1

Dj
	  EN+1N+1 fCgN+1
beschrieben. Wird die obige Gleichung in den einzelnen Matrizen dargestellt, so folgtn
~fHnj
o
(z=0)
= D1 D2 D3  ::: DN 1 DN  EN+1N+1 fCgN+1 : (2.43)
Substituiert man zusatzlich die Ausdrucke nach Gl.(2.30) in die Ubertragungsmatri-
zen, erhalt man die ausfuhrliche Darstellung von Gl.(2.31).n
~fHnj
o
(z=0)
=
E1
 
1(z=0)
 
1(z=h)
 1 
E1
 1  E2 2(z=0) 2(z=h) 1 E2 1  :::
E3
 
3(z=0)
 
3(z=h)
 1 
E3
 1  :::  EN 1 hN 1(z=0)i hN 1(z=h)i 1 EN 1 1  :::
EN
 
N(z=0)
 
N(z=h)
 1 
EN
 1  EN+1N+1(z=0) fCgN+1 (2.44)
Durch eine Umgruppierung der ursprunglich in Gl.(2.44) zusammengefassten Klam-
merausdrucke (:::) zu neuen Ausdruckenn
~fHnj
o
(z=0)
=

E1
 
1(z=0)
 
1(z=h)
 1 
E1
 1 
E2
 
2(z=0)
  :::
2(z=h)
 1 
E2
 1 
E3
 
3(z=0)
  :::  hN 1(z=h)i 1 EN 1 1 EN N(z=0)  :::
N(z=h)
 1 
EN
 1
EN+1N+1(z=0)

 fCgN+1 (2.45)
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erhalt man das umgeschriebene Matrixprodukt
f 1(z=0) = E
11z=0
NY
j=1

Sj

CN+1: (2.46)
Die neu zusammengefassten Klammerausdrucke (:::) in Gl.(2.45) mit
Sj =
h
j(z=h)
i 1 
Ej
 1 
Ej+1
 h
j+1(z=0)
i
entsprechen den dargestellten Reexions- und Transmissionsbetrachtungen an der
Schichtgrenze j in Gl.(2.41a)
fCgj(z=d) =

Sj
 fCgj(z=0) : (2.47)
Grundlage dieser Gleichung ist die Kontinuitatsbedingung der betrachteten Schicht-
grenze j:
~fHnj
 
zj

= ~fHnj+1
 
zj

Mit einfachen Umformungen innerhalb des Gleichungssystems (2.47) ergeben sich
die gleichen Ausdrucke wie in Gl.(2.39) bzw. Gl.(2.41a,b)
Cj+1d
Cju

=

Ej+111  Ej12
Ej+121  Ej22
 1 
Ej11  Ej+112
Ej21  Ej+122
 
jd(z
j) 0
0 j+1u (z
j)

Cjd
Cj+1u

(2.48)
bzw.

Cj+1d
Cju

=

T jd R
j
u
Rjd T
j
u

Cjd
Cj+1u

: (2.49)
Zum Erhalt der gewunschten numerischen Stabilitat ist nur die Modikationsma-
trix nach Gl.(2.37) zu Gl.(2.48) hinzuzufugen und man erhalt nach dieser Koor-
dinatentransformation eine identische Darstellung des Matrixverfahrens nach Chen.
Aufgrund der Abstrahlungsbedingung CN+1u = 0 im Halbraum kann der letzte Klam-
merausdruck (:::) in Gl.(2.45)
fCgN(z=d) =

SN
 fCgN+1(z=0)
in die Darstellung der Gl.(2.40) bzw. Gl.(2.41b) umgeformt werden, womit die kom-
plette Methode von Chen (Chen 1993) aus dem Thomson-Haskell-Algorithmus her-
vorgeht. 
CN+1d
CNu

=

TNd
RNd

CNd (2.50)
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2.4 Elastische Wellen im Boden
Innerhalb eines elastischen Mediums bilden sich durch das Vorhandensein von Storung-
en, wie z.B. Schichtgrenzen und Heterogenitaten, neben den ursprunglichen Korper-
wellen im Vollraum (siehe Gl.2.11) weitere Wellenarten heraus. Diese Wellenar-
ten sind oftmals bedeutsame Bestandteile registrierter Seismogramme, da sie zum
hauptsachlichen Energietrager der propagierenden Wellen ab einer bestimmten Ent-
fernung von der Quelle werden. Im Allgemeinen sind diese Wellen an die jeweilige
Storung gebunden und breiten sich nur entlang dieser aus. Diese Tatsache ist gleich-
zeitig die Ursache dafur, dass die geometrische Dampfung bzw. Energieabnahme mit
der Entfernung von derartigen Wellen wesentlich geringer ist als die der Korperwellen.
Durch die naturlich anstehende Schichtung von Boden ergibt sich die markante-
ste Eigenschaft der Oberachenwellen9 - die Dispersion. Diese Dispersion resultiert
aus dem Vorhandensein einer frequenzabhangigen Phasengeschwindigkeit, wobei die
theoretische Berechung der Phasengeschwindigkeit auf dem Eigenwertproblem des
jeweiligen Mediums basiert.
Ein geschichteter Halbraum besitzt die Eigenschaft, die eingetragene Energie ab einer
gewissen Entfernung von der Quelle auf vorhandenen Dispersionsmoden (Dispersi-
onsfunktionen) der Oberachenwelle zu transportieren. Damit ist die Bedeutung der
Untersuchung so genannter freier Wellen, ihrer Eigenwerte und Eigenformen, als ei-
ne wesentliche Grundlage zur Interpretation erzwungener Wellen vorweggenommen.
Fur den Erhalt der Losungen des entsprechenden Eigenwertproblems sind die Rand-
bedingungen hinsichtlich der Spannungs- und Abstrahlungsdenitionen aus Kapitel
2.2.3 sowie die Matrixmethoden des Kapitels 2.3 zusammenzufuhren. Die Losung der
entstehenden transzendenten Gleichung, der Frequenzgleichung, liefert die entspre-
chenden Eigenwerte eines Mediums.
In der Berechnung synthetischer Seismorgramme tritt die Frequenz- oder Sekular-
gleichung als Divisor im Integranden auf, so dass die diskreten Punkte der Phasenge-
schwindigkeiten als Singularitat im Integranden vorkommen (diskrete Wellenzahlen)
und exakt lokalisiert werden mussen. In Kapitel 2.5 wird gezeigt, dass diese Singula-
ritaten mit dem Residuensatz der Funktionentheorie berechnet werden konnen und
die Losung der Normalmoden-Summation ergeben.
Bei der Untersuchung von elastischen Wellen, ausgehend von den Spannungs- und
Verschiebungsgleichungen in einem homogen, isotropen und elastischen Halbraum,
konnen die ersten Betrachtungen an freien Wellen vorgenommen werden. Die in
Gl.(2-24) dargestellten Ausdrucke beinhalten die Beschreibung unterschiedlicher Wel-
9Mitunter werden die Oberachenwellen in der Literatur auch als quergedampfte Wellen
bezeichnet.
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lentypen. Fur die Analyse des freien Systems bedeutet dies, dass neben den Eigen-
formen der Oberachenwellen, auch Korperwellen vorhanden sind.
In den genannten Gleichungen von freien Wellen, werden neben den exponenti-
ell abklingenden Eigenformen, auch nicht mit zunehmender Tiefe abklingende Ei-
genformen zugelassen. Mit dieser Erweiterung kommt zu dem diskreten Spektrum
der Eigenwerte von Oberachenwellen ein begrenztes, kontinuierliches Spektrum der
Raumwellen hinzu. Zur Veranschaulichung der kontinuierlichen Eigenfunktionen wer-
den in Abb.(2-5) in den ungeschichteten Halbraum einfallende Raumwellen unter
beliebigem Einfallswinkel # betrachtet.
P PSV
J
SV SV P
J
SH SH
J
Abbildung 2-5: Einfallende Raumwellen aus dem Halbraum.
Die Randbedingungen an der freien Oberache, die naturlich gleichermaen fur
Oberachen- wie auch fur Raumwellen erfullt sein mussen, erfordern die Gleich-
heit aller Wellenzahlen k (k = !
c
, mit c als scheinbare Wellengeschwindigkeit) von
einfallenden und reektierten Wellen (Malischewsky 1973). In der Betrachtung von
Raumwellen wird die Wellenzahl im Exponenten des Gleichungssystems (2.24) durch
die Funktion k = kp;s  sin# beschrieben. Die Wellenzahl k wird dabei als ein konti-
nuierlicher Eigenwert bezuglich der Raumwellen interpretiert. Mit der Variation von
k als Anderung des Einfallswinkels # kann gema der Variation von k die Verteilung
von kontinuierlichen Eigenwerten neben den diskreten Eigenwerten der Oberachen-
wellen in Abb.(2-6) angegeben werden. Eine erweiterte Darstellung bezuglich der
Eigenwerte ist in Malischewsky (Malischewsky 1973)10 zu nden.
0
k
S
k
p
SV-und SH-Wellen
P-Wellen
k
Rayleigh-Moden
Love-Moden
Abbildung 2-6: Darstellung der Eigenwertverteilung entlang der k-Achse
(Malischewsky 1973).
10Die in (Malischewsky 1973) ebenfalls vorhandenen Leaking-Moden sind in dieser Abbildung
nicht berucksichtigt.
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2.4.1 Korperwellen
Wird die Wellenzahl k kleiner als ks bzw. kp mit (ks; kp 2 Q+), so entstehen negative
Argumente in den Wurzelfunktionen der Exponentialfunktionen von Gl.(2.24). Die
Exponenten mit den so entstandenen rein imaginaren Argumenten reprasentieren, da
sie nun keine mit der Tiefe abnehmende Funktionen darstellen, keine Oberachenwel-
len mehr. Der Term c korrespondiert jetzt mit der scheinbaren Geschwindigkeit einer
Welle gemessen an der Erdoberache. Damit ergibt sich beispielsweise der Quotient
cs=c als die cos-Funktion des Einfallswinkels der Scherwelle gegen die Horizontale im
geschichteten Halbraum. Nach (Wolf 1985) ist dieser Quotient als der Richtungskosi-
nus mx der Welle bezeichnet. Das Gleichungssystem in (2.24) beschreibt auftretende
Korperwellen, wenn der Wert des Richtungskosinus'  1 ist. Diese Bedingung ent-
spricht einem Einfallswinkel # von einem beliebigen positiven reellen Wert im Bereich
von 0 bis =2. Das Gleichungssystem in (2.24) im Wertebereich k<ks; kp, kann infol-
gedessen mit leicht geanderten Argumenten der Exponentialfunktionen geschrieben
werden:
~uH1r =  k
 
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ikp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 ikpz  @
@z
 
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 iksz
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2
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(2.51a-d)
Die Wurzelausdrucke reduzieren sich auf die Beschreibung des jeweiligen Richtungs-
kosinus'11
lz =  =
p
1  l2x; mz =  =
p
1 m2x; lx =
cp
c
; mx =
cs
c
(2.52a-d)
mit lx bzw. mx gleich dem Kosinus des Einfallswinkels # von Kompressions- bzw.
Scherwelle in der Ebene.
lx = cos#P ; mx = cos#SV (2.53a,b)
Ausgehend von den Denitionen in Gl.(2.51) konnen leicht die ublichen Darstellun-
gen der vertikalen Ubertragungsfunktionen12 von Korperwellen abgeleitet werden.
11Hier sei die Notation von kartesischen Koordinaten sinnbildlich zur Denition des Richtungs-
kosinus' genutzt.
12Die Ubertragungsfunktionen beschreiben das Verhaltnis von Verschiebungen an gewahlten
Punkten im geschichteten Medium.
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Diese Funktionen werden hauptsachlich fur Untersuchungen im geotechnischen
Erdbebeningenieurwesen genutzt (Schmidt, Schwarz & Wuttke 1998, Schwarz, Schmidt,
Lang, Golbs & Wuttke 1999), aber auch in Kapitel 4.1 wurde auf diese Funktionen
zum Vergleich von Eigenschaften der Green'schen Funktionen zuruckgegrien .
2.4.2 Oberachenwellen
2.4.2.1 Rayleighwellen
Die uberwiegenden Untersuchungen dieser Arbeit beziehen sich auf das Verhalten
von Oberachenwellen. Deshalb soll hier nochmals kurz auf die Rayleighwellen ein-
gegangen werden. Aus den genannten Gl.(2.24) konnen relativ schnell die Eigenwerte
(Phasengeschwindigkeit) und die Eigenformen dieses Wellentyps bestimmt werden.
Ausgangspunkt zur Ermittlung der Eigenwerte ist die Frequenzgleichung fur den ho-
mogenen Halbraum.
Unter Berucksichtigung der Abstrahlungsbedingungen im Halbraum
Cpu = Csu = 0
reduzieren sich die Spannungs- und Verschiebungsgleichungen zur Beschreibung des
elastisch, homogenen Halbraums auf
n
~fHn
o
=
26666664
 k 
  k
2k  (2k2   !
2
c2s
)
(2k2   !
2
c2s
)  2k
37777775

e z 0
0 e z

Cpd
Csd

: (2.54)
Die Frequenzgleichung kann aus Gl.(2.54) und Berucksichtigen der Spannungsfreiheit
an der Oberache leicht hergeleitet werden. Die nichttriviale Losung ergibt sich,
wenn die Determinante der Submatrix fur die Spannungsformulierungen in Gl.(2.54)
mit ~H0z (z = 0) = ~
H1
zr (z = 0) = 0 zu Null erfullt ist. Als Ergebnis erhalt man die
bekannte Rayleighgleichung  
k2 + 2
2   4k2 = 0
bzw. 
2k2   !
2
2
2
  4k2 = 0: (2.55)
Durch Substitution der Wellenzahl k mit k = !=c in die Gl.(2.55) kann die Frequenz-
abhangigkeit eliminiert werden und die Rayleighwellengeschwindigkeit nimmt einen
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konstanten Wert an. 
2  c
2
R
c2s
2
  4
s
1  c
2
R
c2p
s
1  c
2
R
c2s
= 0 (2.56)
Die Rayleighwellengeschwindigkeit c = cR ist in diesem Fall nur noch von der Scher-
und Kompressionswellengeschwindigkeit bzw. von der Querdehnzahl abhangig. Diese
Abhangigkeit ist in Abb.(2-7) als Verhaltnis der Scher- bzw. Kompressions- und
der Rayleighwellengeschwindigkeit zur Scherwellengeschwindigkeit dargestellt. Das
wesentliche Merkmal dieser Darstellung ist die enge Verwandtschaft zwischen der
Rayleigh- und der Scherwellengeschwindigkeit uber den fast gesamten Bereich der
Querdehnzahl Abb.(2-7).
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Abbildung 2-7: Beziehung zwischen Querdehnzahl , der Ausbreitungsgeschwindig-
keit der P- und S-Wellen sowie der Rayleighwellengeschwindigkeit in einem linear
elastischen Halbraum nach (Richart et al. 1969).
Die resultierende Bewegung der Rayleighwelle ist zusammengesetzt aus einer
transversalen und longitudinalen Komponente. Das typische Merkmal der Rayleigh-
wellen ist die vorhandene elliptisch, retrograde Partikelbewegung an der Oberache
aufgrund der 90 Phasenverschiebung zwischen den vertikalen und horizontalen Ver-
schiebungsanteilen (Lamb 1904). In Kapitel 2.5 wird dieses Merkmal fur die Verizie-
rung der Halbraumlosung genutzt. In groeren Tiefen existieren Knotenpunkte der
Bewegungsform, d.h. die Bewegungsrichtung kehrt sich an diesen Punkten um und
wird prograde. Da die Welle an die Oberache gebunden ist, wird sie mageblich von
den mechanischen Eigenschaften der Bodenzonen beeinusst, welche in der Tiefe von
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einer Wellenlange liegen. Der hauptsachliche Beeinussungsparameter auf die Welle
ist die in der Tiefe vorherrschende Scherwellengeschwindigkeit des Bodens. Diese Ei-
genschaft der Oberachenwelle wird zur zerstorungsfreien Untersuchung von Boden
oder Medien genutzt, um ein vorhandenes Scherwellenprol zu ermitteln. Nutzt man
die Gl.(2.54) und beachtet die Randbedingungen an der Oberache, so erhalt man
die bekannten normierten Eigenformdarstellungen der Rayleighwelle in einem Halb-
raum, welche das Abklingverhalten dieser Wellen darstellen (Abb.2-8).
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Abbildung 2-8: Verschiebungsverhaltnis der Eigenformen einer Rayleighwelle uber
die dimensionslose Tiefe eines linear elastischen Halbraums. Die Eigenformen wurden
analog (Richart et al. 1969) fur die Querdehnzahlen  = 0:25; 0.33, 0.4 und 0.49
berechnet.
2.4.2.2 Oberachenwellen in geschichteten Medien
Die Untersuchung von Oberachenwellen in geschichteten Medien ist durch eine we-
sentlich groere Komplexitat gepragt, als es im homogenen Halbraum der Fall ist.
Neben der mathematische Bearbeitung, die wesentlich umfangreicher und komplexer
ist, ist auch das Verhalten von Oberachenwellen in derartigen Medien in der Regel
ein vollig anderes.
Das dynamische Verhalten geschichteter Medien ist von der dort vorhandenen Di-
spersion gepragt. Deshalb ist die Analyse der Eigenwert- und formverteilungen13
in Untersuchungen zur Wellenausbreitung eines geschichteten Mediums immer not-
wendig, um weiterfuhrende Interpretationen zu erhalten. In den Analysen liefert die
13Die resultierenden Dispersionskurven kennzeichnen die Zuordnung diskreter Eigenwerte eines
Frequenzpunktes zu einem auftretenden Mode.
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Untersuchung freier Normalmoden - neben den dispersiven Eigenschaften - Aussa-
gen zur Amplituden-Tiefenverteilung (Eigenform) von erzwungenen Normalmoden
und damit die wichtigste Information uber die Oberachenwellen. Das gilt fur einfa-
che als auch komplizierte Schichtprole. Obwohl keine direkte Korrelation zwischen
Amplituden - Tiefenverteilungen und Empndlichkeit von Oberachenwellen zu ela-
sto - dynamischen Materialeigenschaften existiert, konnen diese Aussagen als erste
Annaherung dienen.
Fur die Einschatzung, ob eine bestimmte Wellenmode an der Oberache dominant
werden kann, ist die relative Amplitude an der Oberache ein wesentliches Indiz.
Welche Moden in realen Situationen tatsachlich auftreten, hangt von der Tiefenlage,
vom Frequenzbereich und vom Typ der seismischen Quelle ab.
Die praktische Bedeutung der Analyse von Eigenwerten und -formen der Ober-
achenwellen wird an der Tatsachse deutlich, dass das Wellenfeld mit zunehmender
Entfernung von den moglichen Normalmoden dominiert wird.
Die Bestimmung der Dispersion ist im Allgemeinen nicht mehr rein analytisch zu
losen, sondern muss numerisch berechnet werden. Speziell fur dieses Problem wurde
eine Vielzahl von Ansatzen und Berechnungsverfahren entwickelt. Das wahrscheinlich
alteste und wohl auch umfassenste Verfahren ist die beschriebene Transfer-Matrix
Methode (Thomson 1950), welche fortschreitend (Haskell 1953) modiziert und wei-
terentwickelt wurde (Kapitel 2.3.1). Die Ubersichtlichkeit und einfache mathemati-
sche Formulierung des Verfahrens wird durch den Nachteil der numerischen Insta-
bilitat uberschattet. In Kapitel 2.3 wurden bereits die wesentlichen Entwicklungen
in den letzten Jahrzehnten genannt. Fur die Berechnungen von Eigenwerten und
-formen zur Analyse freier Wellen wird das R/T-Verfahren nach Kapitel 2.3.2 auf-
grund seiner hohen numerischen Stabilitat genutzt.
Trotz des Vorteils der numerischen Stabilitat in der eigentlichen Gleichungsberech-
nung sind noch weitere numerische Probleme bei der Ermittlung einer kompletten
Dispersionskurve mit ausreichender Genauigkeit zu bewaltigen.
Zur numerischen Losung der nichtlinearen Frequenzgleichung (Gl.2.59 bzw. Gl.2.64)
und Aunden der reellen Eigenwerte wird ein Sekanten-Verfahren genutzt. In der
numerischen Umsetzung folgt mit Erfullen der Bedingung
f= (f (xn))  = (f (xn 1)) < 0g & f< (f (xn))  < (f (xn 1)) < 0g fur c > cs;min
bzw. f< (f (xn))  < (f (xn 1)) < 0g fur c < cs;min
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der Start des eigentlichen, iterativen Suchverfahrens
xn+1 = xn   = (f (xn))  2h= (f (xn + h)) = (f (xn   h)) fur c > cs;min:
Die Iteration erfolgt bis der Fehler e zwischen zwei aufeinander folgenden Berech-
nungsschritten eine vorgegebene Fehlerschranke esoll unterschreitet.
jxn+1   xnj < esoll & = (f (xn+1)) < esoll fur c > cs;min
Die Abtastung der Frequenzgleichung muss fur jeden diskreten Frequenzpunkt des
vorgegebenen Frequenzbereiches durchgefuhrt werden. In Abhangigkeit von der Fre-
quenz, den elasto-dynamischen Schichtparametern und dem Schichtaufbau wird die
Frequenzgleichung14 eine mehr oder weniger starke Zunahme von auftretenden Mo-
den (Nullstellen) aufweisen. Diese Zunahme druckt sich durch eine starke Oszillation
der komplexwertigen Frequenzgleichung mit multiplen Nullstellen entlang der Abzis-
se aus, siehe Abb.(2-9). Es konnen Bereiche auftreten, bei denen diese Nullstellen eine
sehr kleine Dierenz voneinander aufweisen, so dass an diesen Stellen eine hohere Ab-
tastung notwendig wird15. Eine wesentliche Beschleunigung in der Nullstellensuche
wurde durch den Start der Iteration an einem neuen Frequenzpunkt, ausgehend von
der Geschwindigkeit der gefundenen Nullstellen zum vorhergehenden Frequenzpunkt,
erreicht. Fur die Berechnung der Fundamentalmode in hohen Frequenzbereichen und
der Separation hoherer Moden nahe der ersten Mode, sind weitere numerische Ver-
besserungen unumganglich (Chen 2001).
Ein Problem kann daruber hinaus die Zuordnung von gefundenen Nullstellen an ei-
nem Frequenzpunkt zu dem entsprechenden Mode darstellen. Auftretende Sprunge
innerhalb der berechneten Normalmode kennzeichnen im Allgemeinen eine Fehlzu-
ordnung der Phasengeschwindigkeiten zur entsprechenden Mode. Numerisch wurde
das Problem gelost, indem der nachfolgende Punkt auf dem Dispersionsast - ausge-
hend von dem vorhergehenden Punkt - berechnet wird und bei einer Fehlzuordnung
das Suchraster in dem entsprechenden Bereich im Programm verfeinert wird. Bei der
Durchfuhrung der Berechnung ist auch das Auftreten von anormal dispersiven Fre-
quenzabschnitten in einzelnen Modenteilen zu beachten. Damit wird es notwendig,
neben der Suchrasterverfeinerung auch die Anzahl der Nullstellen im Vergleich zu
der vorhergehenden Frequenz zu prufen.
An dieser Stelle sei kurz auf die Begrie normale und anormale Dispersion eingegan-
gen. Unter einer normalen Dispersion wird eine Abnahme der Phasengeschwindig-
keit mit zunehmender Frequenz entlang eines Dispersionsastes (Modes) verstanden.
14In der Literatur auch Sekular- oder Dispersionsfunktion bezeichnet.
15An diesen Punkten kommen sich die Phasengeschwindigkeiten der jeweiligen Modenaste sehr na-
he. Die nachhaltige Bedeutung und Auswirkung dieser Stellen wird in Kapitel 3.3 naher untersucht.
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Typische Schichtenprole fur einen derartigen Verlauf sind solche, bei denen die
Scherwellengeschwindigkeit bzw. der Schubmodul mit der Tiefe zunehmen. Mit dem
Auftreten einer anormalen Dispersion eines ganzen Astes oder gewisser Teilbereiche
wird eine Zunahme der Phasengeschwindigkeit mit ansteigender Frequenz verbunden.
Schichtenprole, die ein solches Verhalten hervorrufen, sind dadurch gekennzeichnet,
dass Schichten geringer Scherwellengeschwindigkeit in steifere Schichten (Schichten
groerer Scherwellengeschwindigkeit) eingebettet sind oder uber groe Tiefen die
Steigkeiten in dem Prol abnehmen. Als Beispiel sei auf die Abb.(4-13) fur einen
normaldispersiven Verlauf und auf die Abb.(4-23) fur einen anormaldispersiven Ver-
lauf verwiesen.
Fur den Erhalt der Frequenzgleichung zur Bestimmung der Eigenwerte mussen die
entsprechenden Randbedingungen an der Oberache (Spannungen und Verschiebun-
gen) sowie im Halbraum (Abstrahlungsbedingungen) beachtet werden. Das bedeutet,
dass die Spannungen an der Oberache und einfallende Wellenterme aus dem Halb-
raum zu Null gesetzt werden mussen (Gl.2.28).
Diese Randbedingungen konnen im T/H-Algorithmus (Gl.2.31) uber
eT34 DE
N+1 e13 = 0 (2.57)
mit den Matrizen e34 und e13 berucksichtigt werden (Buchen & Ben-Hador 1996).
Das entspricht dem Einsetzten der Randbedingungen aus Gl.(2.28) in die Spannungs-
und Verschiebungsausdrucke und dem Einsetzen von CN+1pu = C
N+1
su = 0 in die
unbekannten Wellenkoezienten.
e34 =
26664
0 0
0 0
1 0
0 1
37775 bzw. e13 =
26664
1 0
0 1
0 0
0 0
37775 (2.58)
Die Frequenzgleichung der Dispersion ergibt sich, indem die Determinante der Ma-
trizengleichung (2.57) gleich Null gesetzt wird.
det
eT34DEN+1e13 = det jF j = 0 (2.59)
Nach Kapitel 2.3.1 beschreibt die Matrix D die Ubertragungseigenschaften des je-
weiligen Schichtpakets
D =

Ej
 h
j(z=0)
i h
j(z=h)
i 1 
Ej
 1
: (2.60)
Fur die Durchfuhrung der Berechnung und fur den Erhalt sinnvoller Ergebnisse sind
neben der genannten Vorgehensweise noch folgende Punkte zu beachten:
- Die Stellen mit k = kp;N+1 bzw. k = ks;N+1 sind singulare, nicht denierte Punkte.
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- Ist k > kp;N+1 bzw. k > ks;N+1, so sind fur die Eigenwertanalyse die entsprechenden
Abstrahlungsbedingungen nach Gl.(2.21) einzuhalten.
Werden die oben genannten Randbedingungen der Halbraumoberache (0xx = 
0
rz =
0) in die Spannungsausdrucke der ersten Schicht der R/T-Methode eingefuhrt, so
ergibt sich die folgende Darstellung der Spannungen und Verschiebungen an der
Halbraumoberache:
U1(z)
1(z)

=

U1(z)
0

= E11(z1 = 0)C1: (2.61)
Den Reexionskoezient nach (Chen 1993) an der Halbraumoberache16 erhalt man
durch Umstellen der Gleichung (2.61):
C1d =
  E121 1E1221u(z1 = 0)C1u = R0uC1u: (2.62)
Die Beschreibung der allgemeinen Reexionen und Transmissionen an einer Schicht-
grenze sind nach Gl.(2.42) deniert als Cj+1d = T^
j
dC
j
d, C
j
u = R^
j
dC
j
d und C
1
d = R
0
uC
1
u;
wobei sich diese Koezienten aus der Kopplung der Schichten vom Halbraum bis
zur obersten Schicht ergeben.
Durch Kopplung der entsprechenden Reexions- und Transmissionskoezienten ist
die Frequenzgleichung die nichttriviale Losung des nachfolgenden Gleichungssystems.
I  R0uR^1d

C1d = 0 (2.63)
det

I   R0uR^1d

= 0 (2.64)
Die Terme innerhalb der Frequenzgleichung stellen 2x2 Matrizen mit I als Einheits-
matrix dar. An dieser Stelle seien kurz die sogenannten Grenzschichtwellen17 genannt,
deren Existenz an tiefer liegende Schichtgrenzen gebunden ist. Dieser Wellentyp be-
sitzt analog der Oberachenwelle eine exponentiale Dampfung quer zur Ausbrei-
tungsrichtung. Jedoch wird im Gegensatz zu den Oberachenwellen dieser Wellentyp
durch zwei aufeinander liegende Halbraume unterschiedlicher Medien beschrieben.
2.4.2.3 Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
Ein weiteres Merkmal freier Oberachenwellen in geschichteten Boden ist das Auf-
treten einer Gruppengeschwindigkeit U , d.h. die Geschwindigkeit mit der sich ein
16Die Denition des Reexionskoezienten an der Halbraumoberache erfolgt unter der Annahme
der totalen Reexion.
17Streng genommen sind die in Kapitel 2.4.2 dargestellten Oberachenwellen ebenfalls
Grenzschichtwellen.
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Abbildung 2-9: Zunahme der Oszillationen in der Frequenzgleichung mit steigen-
dem Frequenzwert. Abgebildet ist der Real- und Imaginarteil der Frequenzgleichung
innerhalb des Suchbereichs der Nullstelle bei unterschiedlichen Frequenzen.
Wellenberg oder ein schmaler Bereich um dessen Peak-Punkt ausbreitet. Zu beob-
achten ist diese Eigenschaft bei der Ausbreitung von Impulsanregungen, die nach
einer gewissen Entfernung in dispergierte Wellenzuge ubergehen. Hier bilden sich
Seismogrammabschnitte -Gruppen- mit klarem Frequenzinhalt heraus.
Die Gruppengeschwindigkeit - mit der Ableitung der Phasengeschwindigkeit c nach
der Frequenz oder Wellenlange  - kann durch folgende Gleichung nach (Muller 1991)
ermittelt werden.
U =
d!
dk
=
c
1  !
c
dc
d!
=
c
1  T
c
dc
dT
(2.65)
Aus der obigen Gleichung ist ersichtlich, dass fur den Fall einer abnehmenden Pha-
sengeschwindigkeit mit zunehmender Frequenz (normal dispersiv), die Gruppen-
geschwindigkeit immer kleiner als die Phasengeschwindigkeit ist (siehe dazu auch
Abb.4-26).
Die Betrachtung der Gruppengeschwindigkeit in geschichteten Medien ist ein wich-
tiges Indiz bei der Energieverteilung innerhalb eines Wellenzuges. So bewegt sich
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jeder harmonische Bestandteil in einem Oberachenwellenzug mit der eigenen Pha-
sengeschwindigkeit, wahrend die Gruppengeschwindigkeit an die Geschwindigkeit des
Maximums des gesamten Wellenzuges gebunden ist. Diese Beziehung ist dargestellt
in Abb.(2-10) (Sheri & Geldhard 1995).
t
U
c
Dtu
Dtc
c tD c
U tD u
x
x
ti t + ti D
(a)
(b)
Abbildung 2-10: a) Gruppen- und Phasengeschwindigkeit, b) unterschiedliche Aus-
breitungsgeschwindigkeiten der Phasen- und Grupppengeschwindigkeiten einer Welle
mit zunehmender Entfernung nach (Sheri & Geldhard 1995).
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Abbildung 2-11: Airyphase (am Punkt Umin) im Verlauf der Phasen- und Gruppen-
geschwindigkeit einer Grundmode.
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Das Ende der durch die Phasengeschwindigkeit dispergierten Seismogramme wird
oft von einer Airyphase begrenzt. Airyphasen kennzeichnen den Punkt einer oder
mehrerer Frequenzen (Abb. 2-11), bei denen die Ableitung der Gruppengeschwindig-
keit Null ist: U 0 (!) = 0. Die Bedeutung der Airyphase liegt in den relativ groen auf-
tretenden Amplituden, mit denen sie begleitet wird, wenn ein Gruppengeschwindig-
keitsminimum- oder maximum vorliegt.
In Abhangigkeit von einem Minimum oder Maximum endet oder beginnt das Seismo-
gramm mit groen Amplituden. Durch die schwache geometrische Dampfung dieser
Phase tritt diese mit wachsender Entfernung deutlicher hervor.
2.5 Synthetische Seismogramme
Die Berechnung theoretischer Seismogramme ist fur eine Untersuchung und Beurtei-
lung der Wellenausbreitung unerlasslich. Die grundlegende Arbeit zu dem Problem
-seismische Quelle auf homogenen Halbraum- wurde von H. Lamb 1904 (Lamb 1904)
durchgefuhrt. Er veroentlichte damit das erste synthetische Seismogramm.
Die Berechnung von theoretischen Seismogrammen kann auf unterschiedlichen We-
gen erfolgen. In der Geotechnik werden uberwiegend Green'sche Funktionen im Fre-
quenzbereich genutzt, wobei auch direkte Losungen im Zeitbereich moglich sind18.
Eine ausfuhrliche Zusammenstellung fur die fachliche Denition einer Green'schen
Funktion ndet sich in (Wolf 1985) und (Bode 2000). Die geringe Anzahl von Zeit-
bereichslosungen hat ihre Ursache in der schwierigen Ableitung aus den partiellen
Dierentialgleichungen. Die Tatsache jedoch, dass die Zeitbereichslosungen verschie-
dene Vorteile besitzen, hat die Entwicklung der Green'schen Zeitbereichsfunktionen,
speziell die des Halbraums, vorangetrieben (Triantafyllidis 1989) und (Bode 2000).
In (Bode 2000) werden neben der Zeitbereichslosung auch die Vorteile hinsichtlich
Zeitersparnis und nichtlinearer Anwendungsbereiche betrachtet.
Die Vielzahl der entwickelten Methoden zur Berechnung eines kompletten Zeitver-
laufs erschweren die Entscheidung in der zu verwendenden Methode. In Abb.(2-12)
sind einige Losungsmoglichkeiten, ausgehend von der direkten analytischen Losung
der partiellen Dierentialgleichung, strukturiert angegeben. In Abhangigkeit von der
Berechnungsmethode existieren unterschiedliche Wellenanteile im Zeitverlauf.
Aus diesem Grund sind speziell die Losungswege von Interesse, die eine dierenzierte
Berechnung der Wellentypen zulassen. Fur eine genaue Untersuchung des Wellenfel-
des kann die konventionelle Zuordnung der Wellenanteile aus dem berechneten Seis-
mogramm vereinfacht werden.
Betrachtet man die Darstellung des Wellenzahlspektrums in Abb.(2-6), so ist er-
18Diese Losungen im Zeitbereich werden auch als Fundamentallosung bezeichnet. Sie werden als
Antwort eines Mediums auf eine Diracfunktion verstanden.
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sichtlich, dass es aus Anteilen eines kontinuierlichen und eines diskreten Spektrums
besteht. Das diskrete Spektrum reektiert dabei die vorhandenen Oberachenwel-
len innerhalb der analytischen Losung wahrend das kontinuierliche Spektrum den
Korperwellen zugeordnet wird. Gelingt es durch Verwendung der Konturintegration
diese beiden Spektren getrennt anzugeben, so sind diese beiden Wellenanteile entkop-
pelt darstellbar. Durch diese Trennung konnen die Oberachen- und Korperwellen
in theoretischen Rechnungen getrennt untersucht werden.
Ein weiterer Grund zur Verwendung der Konturintegration fur die Losung der ge-
gebenen Gl.(2.73) und Gl.(2.74) ist das Ergebniss von numerisch problemlos aus-
wertbaren Gleichungen, da eine normale, numerische Losung dieser Integrale nicht
moglich ist. Die Integrationsgrenzen sind zum einen innitiv, zum anderen besitzen
die Integranden diskrete Singularitaten im Integrationsgebiet, die mit den Wellen-
zahlen der ermittelten Phasengeschwindigkeiten (Eigenwerte der Frequenzgleichung)
korrespondieren.
Durch die Nutzung der Konturintegration kann dieses Problem vermieden werden.
Dabei wird die vorhandene Integrationsvariable um einen imaginaren Term in den
komplexen Bereich erweitert und ein geeigneter Integrationspfad innerhalb des kom-
plexen Integrationsbereiches gewahlt. Unter Verwendung des Residuensatzes ist es
moglich, die Singularitaten im Integrationsgebiet zu umgehen. Die verbleibenden Li-
nienintegrale sind anschlieend numerisch auswertbar. Im Gegensatz zum homoge-
nen Halbraum wurde fur das angestrebte Ziel, Losung der Verschiebungsgleichungen
mit dierenzierter Zuordnung zu den auftretenden Wellentypen, in einem beliebig
geschichteten Halbraum keine verwertbare Losung gefunden. Die notwendige Herlei-
tung wurde in dieser Arbeit durchgefuhrt.
Die verfugbaren Losungen zur Berechnung der Green'schen Funktionen fur den Fall
des horizontal geschichteten, linear elastisch und isotropen Halbraums beruhen auf
der numerischen Integration, bei der die Singularitaten auf dem Integrationsweg
durch Einfuhrung einer komplexen Geschwindigkeit vermieden werden. Bekannte An-
wendungen sind die semianalytischen Methoden nach (Kausel & Roesset 1981) und
(Wolf 1985), die Frequenz-Langsamkeits-Integration (Muller 1968, Fuchs & Muller
1971) oder die Frequenz-Wellenzahl-Integration (Bouchon 1981, Hisada 1994). Die
Singularitaten gleiten durch die eingefuhrte komplexe Geschwindigkeit von der re-
ellen Achse in das komplexe Gebiet und werden bei einer Integration entlang der
reellen Achse nicht beruhrt.
Im Gegensatz dazu kann bei der analytischen Losung des homogenen Halbraums
durch die Konturintegration eine klare Dierenzierung in den Verschiebungsanteilen
in unterschiedliche Wellentypen vorgenommen werden. Die Auswertung der resultie-
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Abbildung 2-12: Berechnung theoretischer Seismogramme durch analytische Be-
schreibung des Kontinuums.
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renden Integrale und Residuen ist danach numerisch problemlos moglich. Durch die
Anwendung dieser Losungsmoglichkeit auf den geschichteten Halbraum, konnen die
genannten Vorteile ausgenutzt werden.
2.5.1 Grundlagen
Zur Untersuchung der Wellenausbreitung wird die seismische Quelle als Diskonti-
nuitat in der Spannungsdenition nach Gl.(2.25) beschrieben. In dieser Arbeit wird
eine auf der Halbraumoberache wirkende Spannungsquelle untersucht.
Geht man von den Gleichungen der allgemeinen Reexions- und Transmissionskoef-
zienten aus, so kann der Subvektor der Spannungen im Fall einer Punktquelle nach
(Harkrider 1964) bzw. (Hisada 1994) wie folgt deniert werden
~UHnj (z)
~Hnj (z)

=

0
Qp

: (2.66)
Durch die Wahl einer vertikalen Einzellast auf der Halbraumoberache ergibt sich
fur Qp der Ausdruck (siehe Anhang A.1)
Qp =
0@ 0
  1
2
Fz
1A : (2.67)
Substitutiert man die obige Spannungsbeschreibung in Gl.(2.33), werden die unbe-
kannten Koezienten aus Gl.(2.20) in Abhangigkeit vom Quellterm beschrieben.
C1d = (E
1
21 + E
1
22
1
u(z
1 = 0)R^1d)
 1Qp (2.68)
Mit dem Einsetzen dieser Koezienten in die Verschiebungsgleichungen (2.32) konnen
die Verschiebungen eines beliebig geschichteten Mediums vollstandig beschrieben
werden.
~UHn1 (z) =

E111
1
d(z) + E
1
12
1
u(z)R^
1
d

C1d (2.69)
=

E111
1
d(z) + E
1
12
1
u(z)R^
1
d


h 
E121
 1 
I  R0uR^1d
i 1
Qp
Eine analoge Substitution kann in der T/H-Methode durchgefuhrt werden, d.h. die
unbekannten Koezienten werden in Abhangigkeit von der Quelle deniert und in die
Verschiebungsgleichungen eingesetzt. Durch die Bezeichnung des Matrixproduktes in
Gl.(2.31) mit dem Term M
n
~fHn1
o
(z=0)
=
NY
j=1

Dj
  EN+1N+1 fCgN+1 = M  fCgN+1 (2.70)
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bzw. den entsprechenden 2 x 2 Submatrizen von M sowie der Beachtung der Ab-
strahlungsbedingungen ergeben sich die Verschiebungsgleichungen der T/H Methode
in Abhangigkeit von den Submatrizen:
~UHn1 (z) = M11 M 121 Q (2.71)
~UHn1 (z) = M11 
1
det(M21)

M21 (1; 2) 0
0 M21 (1; 1)



  1
2
Fz

: (2.72)
Entsprechend Kapitel 2.2.2 mussen die Gleichungen zum Erhalt der Losung aus dem
Bildbereich in den Originalbereich zuruck transformiert werden. Gema der Transfor-
mationsvorschrift Gl.(2.14) erhalt man damit die im Entfernungsbereich vorliegenden
Verschiebungsgleichungen
~U1(r; z) =
1Z
0

E111
1
d(z) + E
1
12
1
u(z)R^
1
d


h 
E121
 1 
I  R0uR^1d
i 1
Qp k Jn(kr)dk
(2.73)
bzw.
~U1(r; z) =
1Z
0
M11  1
det(M21)

M21 (1; 2) 0
0 M21 (1; 1)



  1
2
Fz

 k  Jn (kr) dk:
(2.74)
Die Losung im Zeitbereich wird im Regelfall durch die Anwendung der schnellen
Fouriertransformation (FFT) auf die gegebenen Gl.(2.73) und Gl.(2.74) gewonnen.
In der Analyse der Gl.(2.73) und Gl.(2.74) konnen fur eine Anwendung der Funk-
tionentheorie auf diese Gleichungen folgende Eigenschaften zusammengefasst werden:
1. Die beschriebenen Funktionen konnen mittels einer einzigen, doppelpunktfreien
Randkurve als Integrationsweg beschrieben werden, d.h. sie bilden ein einfach
zusammenhangendes Gebiet.
2. Mit Ausnahme endlich vieler Punkte ist die Funktion nach Wahl des entspre-
chenden Riemann'schen Blattes eindeutig und analytisch.
3. Vorhandene Singularitaten sind durch Nullstellen der Frequenzgleichung sowie
durch mehrdeutige Wurzelfunktionen deniert.
4. Die vorhandenen Singularitaten aus den Nullstellen des Nenners treten als
einzeln isolierte Punkte in Abhangigkeit von der Frequenz auf.
Entsprechend dieser Punkte konnen die Integralsatze von Cauchy sowie der Residu-
ensatz der Funktionentheorie zur Berucksichtigung vorhandener Singularitaten uber
ein einfach zusammenhangendes Gebiet fur die Losung der Gleichungen herangezo-
gen werden (Bronstein et al. 2001).
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2.5.2 Frequenzbereichslosung des homogenen Halbraums
In diesem Abschnitt wird auf die Herangehensweise zur Losung der Verschiebungs-
gleichungen eines homogenen Halbraums eingegangen. Ausgehend von dieser Dar-
stellung wird ein analoger Weg im Fall der Mehrfachschichtung im nachfolgenden
Kapitel beschrieben.
Zur Losung der Halbraumproblematik existieren in der Literatur unterschiedliche
Ansatze. In den eigenen Untersuchungen wird den Ausfuhrungen von (Lamb 1904)
und (Ewing et al. 1957) zur Losung des durch eine vertikale Punktlast belasteten
homogenen Halbraums gefolgt.
Beruhend auf den Gl.(2.73) und Gl.(2.74) wird die reelle Integrationsvariable k in
den komplexen Bereich hinein erweitert. Die damit entstehende komplexe Wellenzahl
wird nachfolgend mit  bezeichnet. Fur den homogenen Halbraum ergeben sich damit
die Lamb'schen Verschiebungsgleichungen fur den Fall der Rotationssymmetrie:

~ur(!; r)euz(!; r)

=

  Fz
2
 1Z
0
8>>>>>><>>>>>>>:
2

2 +
!2
c2s
  22

 
2 + 2
2   42

!2
c2s 
2 + 2
2   42
9>>>>>>=>>>>>>>;

J1(r)
J0(r)

d: (2.75)
Zur Vereinfachung der Losung von Gl.(2.75) wird die Besselfunktion durch die ent-
sprechenden Hankelfunktionen (Anhang A1) ersetzt. Mit der vorhandenen Abhangig-
keit von exp (i!t) mussen die Gleichungen nach der Hankelfunktion 2. Art entwickelt
werden. Das wird durch die Verwendung des I. und IV. Quadrants als Integrations-
ebene erreicht. Zu beachten ist, dass durch den Ubergang von der Integrationsvaria-
ble k zur komplexen Variable  = k  i die in Gl.(2.75) enthaltenen Wurzelfunk-
tionen,  () und  (), mehrdeutige Funktionen werden. Der Punkt 2 = k2P bzw.
2 = k2S ist der Verzweigungspunkt der mehrdeutigen Funktionen. Zusatzlich zu die-
ser Singularitat kommt die Nullstelle im Nenner hinzu. Der Nenner der Gl.(2.75) mit
reellen Wellenzahlen entspricht der Frequenzgleichung des homogenen Halbraums
nach Gl.(2.55), wodurch die Nullstelle mit der Rayleighwellengeschwindigkeit des
homogenen Halbraums gleichgesetzt werden kann. Der Zweck der Erweiterung der
Integrationsvariable in den komplexen Bereich besteht in der Moglichkeit, die jewei-
ligen Verzweigungspunkte durch die Wahl eines entsprechenden Integrationsweges zu
umgehen und den Residuensatz auf die vorhandene Singularitaten anzuwenden. Die
im Integranden (2.75) zweideutigen Wurzelfunktionen konnen durch eine zweiblatt-
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rige Riemann'sche Flache19 beschrieben werden (Burg, Wille & Haf 1990, Bronstein
et al. 2001).
Zur Wahrung der Abstrahlungsbedingung ist auf dem gewahlten Blatt die Bedingung
(2.21) zu erfullen, d.h. in Abhangigkeit dieser Forderung muss die Form und Lage des
Verzweigungsschnittes bestimmen werden. Folgt man den Ausfuhrungen von (Ewing
et al. 1957) und setzt die Wellenzahlen kp und ks in den Wurzelfunktionen kom-
plex an, entspricht das der Einfuhrung einer komplexen Wellengeschwindigkeit oder
komplexen Frequenz.
kp = kp;1   ikp;2 ks = ks;1   iks;2 (2.76)
Von den Verzweigungspunkten ausgehend, werden nachfolgend die Betrachtungen zu
den Eigenschaften der Verzweigungsschnitte gefuhrt. Aus Bedingung (2.21) folgt mit
<fg = 0 <fg = 0; (2.77)
dass 2 und 2 reell und negativ sein mussen. Mit  = k + i erhalt man an Stelle
der quadrierten Wurzelfunktion die Gleichung
2 =
 
k2 + i2k    2
   k2p;1   i2kp;1kp;2   k2p;2 : (2.78)
Wird Gl.(2.78) in den Real- und Imaginarteil zerlegt, so folgt aus =f2g = 0 die
Gleichung
k =  kp;1kp;2: (2.79a)
Die Forderung <f2g < 0 aus (2.77) ergibt
k2    2 < k2p;1   k2p;2: (2.79b)
Stellt man die Gl.(2.79a) und Gl.(2.79b) um, so folgt die Beschreibung des Verzwei-
gungsschnittes fur die Wurzelfunktion der Scher- bzw. Kompressionswelle.
 =  kp;1kp;2
k
und k2    2 < k2p;1   k2p;2
 =  kS;1kS;2
k
und k2    2 < k2s;1   k2s;2: (2.80a,b)
Die Form des Verzweigungsschnittes entspricht mit Gl.(2.79a) einer Hyperbel. Die
Lage des Schnittes auf der Hyperbel wird durch Gl.(2.79b) festgelegt, d.h. der Schnitt
bendet sich im Wertebereich von k < kP;1 bzw. kS;1 und i > ikP;2 bzw. ikS;2
(siehe Abb.2-13).
19Riemann'sche Blatter erklaren die Mehrdeutigkeit einer Funktion mittels einer verwobenen
Struktur, welche an der Nahtstelle der Verzweigungsschnitte ineinander ubergehen.
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Eine Integration auf dem Blatt, ohne die bestimmten Schnitte zu kreuzen, liefert
damit ein einheitlich positives Vorzeichen fur den Realteil von  und .
it
k
kn
kp ks
-ks -kp
I( )=0nI( )=0g
R( )=0n
R( )=0g
-kn
Abbildung 2-13: Verzweigungspunkte und - schnitte in der komplexen Ebene.
Wie in Abb.(2-13) dargestellt, besitzt die mehrdeutige Wurzelfunktion
q
2   k2P;S
zwei mogliche Verzweigungspunkte. Werden fur die Darstellung der komplexen Inte-
grationsvariable Polarkoordinaten eingefuhrt (Mitakidis 1991),
positiver Drehsinn
f=p
f=-p
k
P
Verzweigungsschnitt
erhalt man die Vorzeichen auf den entsprechenden Seiten des Verzweigungsschnit-
tes (mit  = Rei im Bereich [  <  < ], wobei  von der k-Achse aus gemessen
wird).
<fg =
p
R cos


2

stets positiv fur [  <  < ]
=fg =
p
R sin


2

positiv fur [0 <  < ]
negativ fur [  <  < 0] (2.81)
Entlang der dargestellten Verzweigungsschnitte in (Abb.2-14) wird die Kontur gema
(Abb.2-15) gewahlt, um das gesuchte Integral in Gl.(2.75) zu bestimmen.
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R( )=0n
I( )>0n
R( )>0,n I( )<0n
R( )>0,g I( )<0g
Vorzeichendefinition an
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des Verzweigungsschnittes
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des Verzweigungsschnittes
Abbildung 2-14: Verzweigungsschnitte bei reellen Wellenzahlen kS und kP , Betrach-
tung der Vorzeichendenitionen im I. und IV. Quadranten.
Fur die Integration wird zur Gewahrleistung der Konvergenz im Unendlichen der I.
Quadrant fur den Integranden der Hankelfunktion 1. Art und der IV. Quadrant fur
die Hankelfunktion 2. Art gewahlt, so dass ein Integrationsweg in den Grenzen von
0 bis +1 enthalten ist20. Zur Durchfuhrung der Integration wird die Kontur nach
Abb.(2-15) genutzt und der imaginare Anteil der Integrationsvariable zu Null gesetzt.
Dabei zieht sich die Kontur auf die in Abb.(2-16) dargestellten Pfade zuruck. Diese
Kontur soll weiterhin als Grundlage fur die anschlieende Integration der Gleichung
(2.75) dienen.
Entsprechend dem Residuensatz (Bronstein et al. 2001)I
K
I () d = 2i
nX
=0
Res I () j=n (2.82)
ergeben sich fur die zusammenhangenden Gebiete im I. und IV. Quadranten folgende
Gleichungen I
K
I () d =
AZ
B
+
DZ
A
+
BZ
D
= 0
20Das Konvergenzverhalten der Funktionen und Integranden wird Anhang A.1 und A.3
untersucht.
52 Strukturmodellierung
I
K
I () d =
CZ
B
+
DZ
C
+
BZ
D
+
ksZ
B
+
kpZ
ks
+
0Z
kp
= 2i
nX
=0
Res I () j=n (2.83)
Gema den Ausfuhrungen in Anhang A3 folgt, dass die Bogenintegrale im Unend-
it
k
kn
kp ks
A
B D
C
Abbildung 2-15: Integrationspfad im I. und IV. Quadranten mit komplexen Wellen-
zahlen kS und kP .
lichen gegen Null konvergieren. Die weiteren Betrachtungen reduzieren sich damit
auf die Integrale entlang der imaginaren Achse i , entlang des Verzweigungsschnit-
tes sowie des Residuums an der Stelle  = n, mit n als Nullstelle des Nenners.
Fur den Fall des homogenen Halbraums existiert im Nenner des Integranden, der
Frequenz- bzw. Rayleigh-Gleichung, nur eine reelle Nullstelle. Diese ist ein einfa-
cher Pol 1. Ordnung. Entsprechend den Berechnungsvorschriften fur eine derartige
Polstelle kann das Residuum fur diesen entsprechenden Fall (Bronstein et al. 2001)
relativ einfach berechnet werden.
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Res fI ()gj= =
Zahler fI ()g
@
@
Nenner fI ()g

=
(2.84)
Als Ergebnis des gewahlten Integrationspfades enthalt man die komplette Losung des
Randwertproblems, das mit der Entfernung abklingende Wellen beschreibt. Durch die
Umformung der Losung nach Gl.(2.82) und G.(2.83) ergibt sich die Verschiebung in
radiale und vertikale Richtung als Uberlagerung der Korper- und Oberachenwellen.
~ur(!; r) =
 Fzk2s

ksZ
kp
+k2 (2k2   k2s)
(2k2   k2s)4   16k4 (+)2 2
	H21 (kr) dk
 iFz
2
k2n (2k
2
n   2nn   k2s)
@
@kn

(2k2n   k2s)2   4k2nnn
	H21 (knr)
euz(!; r) =  Fzk2s
2
1Z
0
( i )  H20 ( ir)n 
2 ( i )2   k2s
2   4 ( i )2   od ( i )
+
 Fzk2s
2
kpZ
0
k+H20 (kr)
(2k2   k2s)2   4k2++
	dk
+
 4Fzk2s

ksZ
kp
k32+H20 (kr)
(2k2   k2s)4   16k4 (+)2 2
	dk
+i
Fzk
2
s
2
knnH
2
0 (knr)
@
@kn

(2k2n   k2s)2   4k2nnn
	 (2.85a,b)
Die in der Frequenzgleichung des Residuums vorhandene Ableitung kann durch die
folgende Funktion berechnet werden:
@
@kn
n 
2k2n   k2s
2   4k2no = 4kn
 
4k2n   2k2s  
(
k2n
 
k2s   k2p
p
k2n   k2p
p
k2n   k2s
)!
:
Mit den in Gl.(2.85a,b) auftretenden Ausdrucken + bzw. + wird die Vorzeichen-
denition von =fg > 0 bzw. =fg > 0 fur den Bereich k < kp bzw. ks entlang
der imaginaren Achsen bezeichnet. Die Terme   bzw.   kennzeichnen die Vorzei-
chendenition =fg < 0 bzw. =fg < 0 im Bereich k < kp bzw. ks und entlang
der imaginaren Achse. Fur die Durchfuhrung der Integration entlang der imaginaren
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Abbildung 2-16: Integrationspfad im I. Und IV. Quadranten mit reellen Wellenzah-
len.
Achse ist zusatzlich die Integrationsvariable ( i ) in den Wurzelausdrucken   bzw.
  zu beachten.
Eine Verikation der obigen Halbraumlosung wird mithilfe der Ergebnisse der Fern-
feldlosung von Lamb (Lamb 1904) in Abb.(2-17) durchgefuhrt. Danach konnen die in
Abb.(2-17) angegebenen numerisch berechneten Ergebnisse von Gl.(2.85) bestatigt
werden. Die retrograde Partikelbewegung an der Halbraumoberache ergibt sich aus
der gemeinsamen Betrachtung der zeitlich aufeinanderfolgenden Verschiebungsan-
teile u und w unter Beachtung der positiv denierten Koordinatenrichtungen in
Abb.(2-3).
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Abbildung 2-17: a) Zeitverlauf der normierten vertikalen (unterbrochene Linie) und
radialen (durchgehende Linie) Verschiebung, b) Partikelbewegung der Rayleighwelle
an der Oberache des Halbraums
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2.5.3 Frequenzbereichslosung des geschichteten Halbraums
Aufbauend auf der Losung des homogenen Halbraums wird gezeigt, dass ein ana-
loger Weg fur einen geschichteten Halbraum abgeleitet werden kann. In Kapitel 2.3
wurden die mathematischen Grundlagen der verwendeten Matrixverfahren erlautert.
Dabei ist auf die gleichbleibenden Eigenschaften zwischen den gewahlten Methoden
hingewiesen worden. Die anschlieenden Nachweise erfolgen aus Grunden der Ver-
einfachung nur fur den Fall der Ubertragungsmatrizen des T/H-Verfahrens.
Die Formulierung der Verschiebungsgleichungen entsprechend der Gl.(2.73) und (2.74)
fuhrt in dem Fall einer Mehrfachschichtung auf eine gekoppelte Matrixdarstellung.
Der Nenner des Integranden enthalt analog zum homogenen Halbraum die Frequenz-
gleichung der freien Oberachenwellen. Die Nullstellen des Nenners sind damit gleich-
zeitig die Singularitaten des Integranden.
Zur Anwendung der Funktionentheorie muss das Verhalten des Integranden bezuglich
der Verzweigungspunkte naher untersucht werden. Fur die Umformung und Zusam-
menfassung der Submatrizen aus Gl.(2.73) und Gl.(2.74) wird ebenfalls Kenntnis
uber die Ordnung der auftretenden Wellenzahlen k benotigt.
Die Losung der partiellen Dierentialgleichung des Vollraums (Gl.2.24) wurde unter
Nutzung der Kontinuitatsbedingungen (Gl.2.26) auf einen geschichteten Halbraum
ubertragen (Gl.2.73) und (Gl.2.74). In diesen Gleichungen besitzt jede Schichtungs-
matrix Wurzelterme die von den Materialkennwerten der jeweiligen Schicht abhangig
sind. Der Integrand ist damit scheinbar mehrblattrig von der Ordnung 2(N +1), mit
N die Anzahl der Schichten.
Pekeris (Pekeris 1948) und Ewing (Ewing et al. 1957) stellten bei der Untersuchung
von ein- und zweifachgeschichteten Flussigkeitshalbraumen21 fest, dass durch die
Kopplung von direkter und reektierter Welle der Integrand die vorhandenen Mehr-
deutigkeiten in den Schichten verlor. Es blieben nur die Mehrdeutigkeit und damit
die Verzweigungspunkte des uberlagerten Flussigkeitshalbraums erhalten. Der spe-
zielle Untersuchungsfall von Flussigkeitsschichten beschrankt die auftretenden Wel-
lentypen auf die Kompressionswelle. Die Grundgleichungen (2.18) vereinfachen sich
durch die Annahme einer Flussigkeit dahingehend, dass nur der wirbelfreie Ansatz
innerhalb dieser Gleichungen berucksichtigt werden muss.
Um diese Aussagen auf einen geschichteten Halbraum mit vorhandener P- und SV-
Welle zu ubertragen, werden die Ubertragungsmatrizen einer Schicht betrachtet. Die-
se beschreiben letztlich die Kombination der direkten und reektierten Welle inner-
halb der Schichtgrenzen.
21Die seismischer Quelle war bei diesen Untersuchungen in die Schichtung eingebettet.
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Die formulierte Matrix (A.2-5) in Anhang A.2 verdeutlicht, dass in Schichten mit
Wellenkoezienten Cu und Cd die entsprechenden Wurzelfunktionen immer in Kom-
bination auftreten. Diese Ausdrucke, und damit auch der Integrand, werden zu ge-
raden Funktionen bezuglich der Vorzeichen von < (i), < (i:) bzw. = (i), = (i:).
Dadurch verschwinden die mit der jeweiligen Schichtung korrespondierenden Doppel-
deutigkeiten der Wurzelfunktionen bzw. deren Verzweigungspunkte. Die Forderung
nach Gl.(2.21) mit < ()  0 bzw. < ()  0 ist innerhalb einer Schicht immer
erfullt.
In einer beliebigen Mehrfachschichtung existieren bei Berucksichtigung von Kom-
pressions- und Scherwelle nur noch die Verzweigungspunkte des Halbraums N+1
und N+1, wodurch die Riemann'sche Oberache analog dem homogenen Halbraum
fur jeden Verzweigungspunkt zweiblattrig ist.
Diese Erkenntnis ist die Grundlage fur die Anwendung der Konturintegration auf
ein Medium mit einer vorhandenen Mehrfachschichtung. Der wesentliche Unterschied
zum homogenen Halbraum ist, dass an Stelle einer frequenzunabhangigen Singula-
ritat mehrere frequenzabhangige Singularitaten im Nenner des Integranden vorkom-
men.
Auch in der Analyse der autretenden Ordnung von k kann entsprechend den Aus-
fuhrungen in Anhang A2 (Gl.A.2-9 bis Gl.A.2-20) fur beliebig geschichtete Boden
ein Verhalten von Wellenzahlen gerader und ungerader Ordnung festgestellt werden,
welches dem homogenen Halbraum analog ist. Mit diesen Erkenntnissen kann die
Losung des geschichteten Halbraums nahezu in Ubereinstimmung mit dem homoge-
nen Halbraum erfolgen.
Die Formulierung der Verschiebungen in Gl.(2.73) und Gl.(2.74) wird fur die Ab-
leitung der Losungsfunktionen in abgekurzter Notation dargestellt. Aus Grunden
der Ubersichtlichkeit wird die Darstellung der Abhangigkeit der Verschiebungen von
~uHnr;z
 
N+1; N+1; ; cs; cp; !; k; z

(Gl.2.69) auf die Variablen ~uHnr;z
 
N+1; N+1; k

be-
schrankt.
~ur;z(!; r) =

 Fz
2
 1Z
0
~uHnr;z
 
N+1; N+1; k

kJn(kr)dk (2.86)
Der Index N + 1 kennzeichnet den homogenen Halbraum (siehe Abb.2-3).
Mit Substitution der Besselfunktionen n-ter Ordnung durch die Summe der Hankel-
funktionen n-ter Ordnung 1. und 2. Art
2Jn(x) = H
1
n(x) +H
2
n(x)

erfolgt die Ableitung der Verschiebungsgleichungen analog zur Losung des homoge-
nen Halbraums. Zur Vereinfachung der Darstellung werden die Integranden in fol-
gender Gleichung (Gl.2.87a,b) zusammengefasst.
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~ur (!; r) =

 Fz
4
8><>:
1Z
0
~uH1r
 
N+1; N+1; k

H11 (kr) k| {z }
I1
dk
+
1Z
0
~uH1r
 
N+1; N+1; k

H21 (kr) k| {z }
I2
dk
9>=>;
~uz (!; r) =

 Fz
4
8><>:
1Z
0
~uH0z
 
N+1; N+1; k

H10 (kr) k| {z }
I3
dk (2.87a,b)
+
1Z
0
~uH0z
 
N+1; N+1; k

H20 (kr) k| {z }
I4
dk
9>=>;
Es ergeben sich die Gleichungen (2.88a,b), die in Abhangigkeit von den Wurzel-
funktionen des uberlagerten Halbraums N+1; N+1 und den Wellenzahlen k den
Ausgangspunkt fur die weiteren Betrachtungen darstellen.
~ur (!; r) =

 Fz
4
8<:
1Z
0
I1
 
N+1; N+1; k

dk +
1Z
0
I2
 
N+1; N+1; k

dk
9=;
~uz (!; r) =

 Fz
4
8<:
1Z
0
I3
 
N+1; N+1; k

dk +
1Z
0
I4
 
N+1; N+1; k

dk
9=;
(2.88a,b)
Fur die Durchfuhrung der Konturintegration muss ein geschlossener Pfad auf dem
Riemann'schen Blatt gewahlt werden. Die Wahl des Integrationspfades sollte so erfol-
gen, dass mit dem auftretenden Typ der substituierten Hankelfunktionen das gefor-
derte Konvergenzverhalten im Unendlichen sichergestellt werden kann (siehe Anlage
A.3).
Wie fur die Losung des Halbraums wird aufgrund der vorhandenen Integrations-
grenzen 0 !1 die rechte Halbebene des Koordinatensystems als Integrationsebene
gewahlt. Da der Integrand nur noch eine Abhangigkeit von den Verzweigungspunk-
ten des unterlagerten homogenen Halbraums besitzt, konnen die gewahlten Verzwei-
gungsschnitte nach Abb.(2-15) verwendet werden. Die Integrationspfade im I. und
IV. Quadranten fur die Integranden I1; I3 und I2; I4 sind der Abb.(2-18) zu entneh-
men.
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Die Wellenzahlen ks und kp werden nicht komplex deniert, so dass die Singularitaten
auf der rellen k-Achse liegen. Die Verzweigungsschnitte liegen analog Abb.(2-16) auf
der reellen Achse von ks, kp bis Null und von Null bis  i122.
it
k
k
n
k
p
k
s
A
B
D
C
k
1
k
2
H  (kr)
1
n
H  (kr)
2
n
L
P
, L
S
Abbildung 2-18: Wahl des Integrationspfades im I. und IV. Quadranten mit reellen
Wellenzahlen kS und kP .
Fur die Kontur in Abb.(2-18) liegen die Unstetigkeiten (Verzweigungspunkte und
Nullstellen der Frequenzgleichung) auf der reellen Achse k. Die diskreten Punkte
werden mit kleinen Halbbogen umfahren und liegen somit auerhalb der geschlos-
senen Kontur B ! A ! D ! B bzw. B ! C ! D ! B. Nach (Myschkis 1981)
ergeben auf dem Integrationsweg liegende Singularitaten den halben Betrag eines
einschlossenen Residuums und das Bogenintegral um diese Singularitat strebt gegen
i Res f (z).
Mit dem Durchlaufen der Kontur (Abb.2-18) im mathematisch negativen Sinne23
entlang des geschlossenen Integrationspfades im I. Quadranten ergeben sich die In-
22Entsprechend der Riemann'schen Zahlenkugel liegt ein Verzweigungspunkt am unteren Pol,
wahrend der Verzweigungsschnitt uber einen gewahlten Meridian nach Unendlich zum obe-
ren Pol laufen muss (Mitakidis 1991). Somit bilden beide Abschnitte einen gemeinsamen
Verzweigungschnitt.
23Die positive Integrationsrichtung ist gegen den Uhrzeigersinn gerichtet. Die Richtung des
durchlaufenen Pfades wird durch die dargestellten Pfeilrichtungen in der Integrationskontur
gekennzeichnet.
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tegrale entlang der Pfade:
I
I1d =
AZ
B
I1
 
+N+1; 
+
N+1; i

id +
DZ
A
+
BZ
D
I1
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk
=  i
nX
=1
Res

I1
 
N+1; N+1; k
	
k=n
I
I3d =
AZ
B
I3
 
+N+1; 
+
N+1; i

id +
DZ
A
+
BZ
D
I3
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk
=  i
nX
=1
Res

I3
 
N+1; N+1; k
	
k=n
: (2.89a,b)
Der hochgestellte Index der Variablen +N+1 und 
+
N+1 kennzeichnet das Vorzeichen
der Wurzelfunktionen = N+1	 > 0 bzw. =fN+1g > 0 am Rand des Verzweigungs-
schnittes fur den Bereich k < kp;N+1 bzw. ks;N+1 und entlang der imaginaren Achse.
Mit der Anwendung des Residuensatzes entlang der Kontur B ! C ! D ! B
mussen neben den Unstetigkeiten auf der reellen Achse die wechselnden Vorzeichen
entlang der Verzweigungsschnitte beachtet werden. Die auf der gewahlten Kontur
liegenden Singularitaten werden analog Gl.(2.89) mit kleinen Halbbogen umfahren.
Fur die Integration entlang des Pfades im IV. Quadranten ergeben sich folgende
Integrale:
I
I2d =
CZ
B
I2
 
 N+1; 
 
N+1; i

id +
DZ
C
I2d +
ksZ
D
I2
 
N+1; N+1; k

dk
+
kpZ
ks
I2
 
 N+1; N+1; k

dk +
BZ
kp
I2
 
 N+1; 
 
N+1; k

dk
= i
nX
=1
Res

I2
 
N+1; N+1; k
	
k=n
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I
I4d =
CZ
B
I4
 
 N+1; 
 
N+1; i

id +
DZ
C
I4d +
ksZ
D
I4
 
N+1; N+1; k

dk
+
kpZ
ks
I4
 
 N+1; N+1; k

dk +
BZ
kp
I4
 
 N+1; 
 
N+1; k

dk
= i
nX
=1
Res

I4
 
N+1; N+1; k
	
k=n
(2-90a,b)
Die Integrale entlang der Kontur A! D und C ! D konvergieren im Unendlichen
zu Null (s.a. Anlage A.3). Damit kann Gl.(2.91) angegeben werden als:
1Z
0
I1
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk =
1Z
0
I1
 
+N+1; 
+
N+1; i

id
+i
nX
=1
Res

I1
 
N+1; N+1; k
	
k=n
1Z
0
I3
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk =
1Z
0
I3
 
+N+1; 
+
N+1; i

id
+i
nX
=1
Res

I3
 
N+1; N+1; k
	
k=n
(2.91a,b)
1Z
ks
I2
 
N+1; N+1; k

dk =
 1Z
0
I2
 
 N+1; 
 
N+1; i

id +
kpZ
ks
I2
 
 N+1; N+1; k

dk
+
0Z
kp
I2
 
 N+1; 
 
N+1; k

dk
  i
nX
=1
Res

I2
 
N+1; N+1; k
	
k=n
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1Z
ks
I4
 
N+1; N+1; k

dk =
 1Z
0
I4
 
 N+1; 
 
N+1; i

id +
kpZ
ks
I4
 
 N+1; N+1; k

dk
+
0Z
kp
I4
 
 N+1; 
 
N+1; k

dk
  i
nX
=1
Res

I4
 
N+1; N+1; k
	
k=n
: (2.92(a,b))
Die vorhandenen Integranden konnen unter Beachtung der Gl.(A.2-17) in Form der
auftretenden Ordnung der Wellenzahlen k so dargestellt werden, dass der verbleiben-
de Verschiebungsausdruck ~uHn immer eine gerade Funktion bezuglich k reprasentiert,
mit m 2 N. In der spateren Umformung des Residuums wird auf diese Darstellung
zuruckgegrien.
I1 =

k  ~uH1r
 
N+1; N+1; k
2m
	 H11 (kr)  k
I2 =

k  ~uH1r
 
N+1; N+1; k
2m
	 H21 (kr)  k
I3 =

~uH0z
 
N+1; N+1; k
2m
	 H10 (kr)  k
I4 =

~uH0z
 
N+1; N+1; k
2m
	 H20 (kr)  k (2.93a-d)
Zum Ersetzen der uneigentlichen reellen Integrale nach Gl.(2.87) durch Integrale, die
sich aus der gewahlten Kontur in der komplexen Ebene ergeben, muss das ursprung-
liche, uneigentliche Integral in den gewahlten Konturgrenzen inbegrien sein. Zum
Erreichen dieses Ziels und zur Trennung der Integrationspfade um die Verzweigungs-
schnitte wird die Gl.(2.92a) um die Ausdrucke von I2
0 =
kpZ
0
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk  
kpZ
0
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk +
ksZ
kp
I2
 
+N+1; N+1; k

dk
 
ksZ
kp
I2
 
+N+1; N+1; k

dk +
0Z
kp
I2
 
+N+1; 
 
N+1; k

dk  
0Z
kp
I2
 
+N+1; 
 
N+1; k

dk
+
-1Z
0
I2
 
+N+1; 
 
N+1; i

id  
-1Z
0
I2
 
+N+1; 
 
N+1; i

id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und Gl.(2.92b) um die Ausdrucke I4 unter Berucksichtigung der Vorzeichen der Wur-
zelfunktionen erweitert.
0 =
kpZ
0
I4
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk  
kpZ
0
I4
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk +
ksZ
kp
I4
 
+N+1; N+1; k

dk
 
ksZ
kp
I4
 
+N+1; N+1; k

dk +
0Z
kp
I4
 
+N+1; 
 
N+1; k

dk  
0Z
kp
I4
 
+N+1; 
 
N+1; k

dk
+
-1Z
0
I4
 
+N+1; 
 
N+1; i

id  
-1Z
0
I4
 
+N+1; 
 
N+1; i

id
Damit ergibt sich eine Zuordnung der Integrale um die Verzweigungsschnitte, wobei
nach (Ewing et al. 1957) die unterschiedlichen Verzweigungsschnitte einem Korper-
wellentyp zugerechnet werden konnen. Die Integrale entlang eines Integrationspfades
um einen Verzweigungsschnitt, ausgehend von kS und kP ; werden nachfolgend mit
L gekennzeichnet. Die Indizes S und P korrespondieren mit dem entsprechenden
Wellentyp. Die jeweilige Gruppe der Integrale um den Verzweigungsschnitt werden
mit
R
LS bzw.
R
LP bezeichnet.
1R
0
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk =
-1R
0
 
I2
 
 N+1; 
 
N+1; i
  I2  +N+1;  N+1; i id
+
kpR
0
 
I2
 
+N+1; 
 
N+1; k
  I2   N+1;  N+1; k dk
+
ksR
kp
 
I2
 
+N+1; N+1; k
  I2   N+1; N+1; k dk
9>>>>>>=>>>>>>>;
Z
LS;ur
+
kpZ
0
 
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I2  +N+1;  N+1; k dk
+
-1Z
0
I2
 
+N+1; 
 
N+1; i

id   i
nX
=1
Res

I2
 
N+1; N+1; k
	
k=n
Zusammengefasst ergibt sich fur
1R
0
I2 folgende Gleichung:
1R
0
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk =
R
Ls;ur +
kpR
0
 
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I2  +N+1;  N+1; k dk
+
-1R
0
I2
 
+N+1; 
 
N+1; i

id   i
nP
=1
Res

I2
 
N+1; N+1; k
	
k=n
:
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1R
0
I4
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk =
-1R
0
 
I4
 
 N+1; 
 
N+1; i
  I4  +N+1;  N+1; i id
+
kpR
0
 
I4
 
+N+1; 
 
N+1; k
  I4   N+1;  N+1; k dk
+
ksR
kp
 
I4
 
+N+1; N+1; k
  I4   N+1; N+1; k dk
9>>>>>>=>>>>>>>;
Z
LS;uz
+
kpZ
0
 
I4
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I4  +N+1;  N+1; k dk
+
-1Z
0
I4
 
+N+1; 
 
N+1; i

id   i
nX
=1
Res

I4
 
N+1; N+1; k
	
k=n
Fur
1R
0
I4 kann folgende zusammengefasste Gleichung angegeben werden:
1R
0
I4
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk =
R
Ls;uz +
kpR
0
 
I4
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I4  +N+1;  N+1; k dk
+
-1R
0
I4
 
+N+1; 
 
N+1; i

id   i
nP
=1
Res

I4
 
N+1; N+1; k
	
k=n
:
Verwendet man die Substitutionsregeln der Zylinderfunktionen nach Anhang A.1 und
die Eigenschaften der auftretenden Ordnung der Integrationsvariable k (Gl.2.93),
konnen die in Gl.(2.95a,b) enthaltenen Integrale mit Hankelfunktionen 1. Art durch
Integrale mit Hankelfunktionen 2. Art ausgedruckt werden.
1Z
0
I1
 
+N+1; 
+
N+1; i

id =
1Z
0
(i )2 euH1r  +N+1; +N+1; (i )2mH11 (ir) id
=  
 1Z
0
(i )2 euH1r  +N+1; +N+1; (i )2mH21 (ir) id
=  
 1Z
0
I2
 
+N+1; 
+
N+1; i

id
Zusammengefasst ergeben sich die Verschiebungen ~uH1r und ~u
H0
z in Gl.(2.87) zu fol-
genden Ausdrucken:
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~ur =

 Fz
4
8<:
1Z
0
I1
 
+N+1; 
+
N+1; i

id + i
nX
=1
Res

I1
 
N+1; N+1; k
	
k=n
+
Z
LS;ur
+
 1Z
0
I2
 
+N+1; 
 
N+1; i

id
+
kpZ
0

I2
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I2  +N+1;  N+1; k	 dk
 i
nX
=1
Res

I2
 
N+1; N+1; k
	
k=n
)
~ur =

 Fz
4
(Z
LS;ur
+ i
 
nX
=1
Res

I1
 
N+1; N+1; k
	
k=n
 
nX
=1
Res

I2
 
N+1; N+1; k
	
k=n
!
+
 1R
0

I2
 
+N+1; 
 
N+1; i
  I2  +N+1; +N+1; i	 id
+
kpR
0

I2
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I2  +N+1;  N+1; k	 dk
)
9>>>=>>>;LP;ur
~uz =

 Fz
4
8<:
1Z
0
I3
 
+N+1; 
+
N+1; i

id + i
nX
=1
Res

I3
 
N+1; N+1; k
	
k=n
+
Z
LS;uz
+
 1Z
0
I4
 
+N+1; 
 
N+1; i

id
+
kpZ
0

I4
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I4  +N+1;  N+1; k	 dk
 i
nX
=1
Res

I4
 
N+1; N+1; k
	
k=n
)
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~uz =

 Fz
4
(Z
LS;uz
+ i
 
nX
=1
Res

I3
 
N+1; N+1; k
	
k=n
 
nX
=1
Res

I4
 
N+1; N+1; k
	
k=n
!
+
 1R
0

I4
 
+N+1; 
 
N+1; i
  I4  +N+1; +N+1; i	 id
+
kpR
0

I4
 
+N+1; 
+
N+1; k
  I4  +N+1;  N+1; k	 dk
)
9>>>=>>>;LP;uz :
(2.95a,b)
Schlielich mussen noch die Residuenausdrucke in den erhaltenen Gleichungen weiter
untersucht werden. Die in den obigen Gleichungen von I1; I2; I3 und I4 vorhandenen
Hankelfunktionen werden durch die Neumann'schen Funktionen Nn der entsprechen-
den Ordnung n ersetzt. Der dabei auftretende Ausdruck des Residuums ohne die
Zylinderfunktionen wird durch Re s

I~ur;z
	
gekennzeichnet.
~ur =

 Fz
4
(Z
Lp;ur
+
Z
Ls;ur
+i
 
nX
=1
Res fI1gjk=n  
nX
=1
Res fI2gjk=n
!)
=

 Fz
4
8<:
Z
Lp;ur
+
Z
Ls;ur
+i
nX
=1
Res fI~urg
 
H11 (kr) H21 (kr)

k=n
9=;
=

 Fz
4
8<:
Z
Lp;ur
+
Z
Ls;ur
+2i
nX
=1
Res fI~urg (iN1) (kr)

k=n
9=;
~uz =

 Fz
4
(Z
Lp;uz
+
Z
Ls;uz
+i
 
nX
=1
Res fI3gjk=n  
nX
=1
Res fI4gjk=n
!)
=

 Fz
4
8<:
Z
Lp;uz
+
Z
Ls;uz
+i
nX
=1
Res fI~uzg
 
H10 (kr) H20 (kr)

k=n
9=;
=

 Fz
4
8<:
Z
Lp;uz
+
Z
Ls;uz
+2i
nX
=1
Res fI~uzg (iN0) (kr)

k=n
9=; (2.96a,b)
Die oben formulierten Residuen stellen eine Losung dar, die die Abstrahlungsbe-
dingungen noch nicht erfullen. Durch vorhandene Neumann'sche Funktion und den
darin beinhalteten Besselfunktionen stellen die Residuenterme der Gl.(2.96) noch
66 Strukturmodellierung
stehende Wellen24 dar. Aus physikalischer Sicht ist das keine gewunschte Losung,
da aus dem Unendlichen rucklaufende Wellenanteile ausgeschlossen werden. Um die
Gleichungen so zu verandern, dass ausschlielich von der Quelle auslaufende Wellen
vorhanden sind, wird die Losung der freier Wellen den Ausdrucken (2.96) uberlagert.
Bei der Nutzung der im Anhang A.2 verwendeten T/H-Methode ergeben sich, mit
Beachtung der Randbedingungen an der Oberache nach Gl.(2.28), die Verschiebun-
gen freier Wellen als:
~uH1r = D fm11m32  m12m31g
~uH0z = D fm21m32  m22m31g : (2.97a,b)
Fur das Uberlagern der Gl.(2.97a,b) mit den Losungen von Gl.(2.96a,b), mussen bei-
de Verschiebungen im rucktransformierten Originalbereich vorliegen. Die im Residu-
enanteil vorhandenen Wellenzahlen korrespondieren mit dem diskreten Spektrum der
Eigenwerte. Um diesem Spektrum zu entsprechen wird von der rucktransformierten
Gl.(2.97a,b) nur eine Summe gema der vorhandenen diskreten Wellenzahlen km(!)
genutzt.
~ur =
mX
=1
Dm fm11(km)m32(km) m12(km)m31(km)g kmJ1 (kmr)4 k
~uz =
mX
=1
Dm fm21(km)m32(km) m22(km)m31(km)g kmJ0 (kmr)4 k (2.98a,b)
Der unbekannte Wellenkoezient D wird so gewahlt, dass in der Summation die
rucklaufenden Wellenterme eliminiert werden.
Dm =
 i2
@
@km
fm14(km)m32(km) m42(km)m31(km)g 4 k
(2.99)
24Nach (Sommerfeld 1992b) kann die Besselfunktion als Uberlagerung von aus allen Richtungen
einfallenden, ebenen Wellen verstanden werden, die durch Interferenzen ein stehendes Wellenfeld
erzeugen. Die beiden Losungen der Dierentialgleichung werden mit entgegengesetzten Wellenzahl-
vektoren einer nach der positiven x-Achse und einer nach der negativen x-Achse fortschreitenden
Welle zugeordnet. Die Wahl der Vorzeichen geschieht dabei nach dem bequemeren mathematischen
Weg in ein weglaufendes Wellenfeld mit y = A cos (kr   !t) und ankommendes Wellenfeld mit
y = A cos ( kr   !t). Die stehenden Wellen innerhalb der Besselfunktion ergeben sich dadurch,
dass die Hankelfunktionen nach Sommerfeld, x 19.22 (Sommerfeld 1992b), innerhalb ihrer Integra-
tionsgrenzen H10 (kr) =
1

=2R
 =2
eikr cos(')d' und H20 (kr) =
1

3=2R
=2
eikr cos(')d' einer von der Quelle
auslaufenden und einer zur Quelle rucklaufenden Welle (k, r  0) entsprechen. Zum Erreichen einer
alleinig auslaufenden Zylinderwelle in Gl.(2.96), wird den Ausfuhrungen von (Sommerfeld 1992b), x
32.14, gefolgt. Danach wird in der Kombination der Zeitabhangigkeit e+i!t aus der Rucktransforma-
tion des Frequenzbereichs zusammen mit der Hankelfunktion 2. Art den Abstrahlungsbedingungen
im Unendlichen gerecht.
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Fur diesen Zweck mussen die Substitutionsregeln der Zylinderfunktionen zusammen
mit der Zeitabhangigkeit exp(i!t) berucksichtigt werden, so dass eine auslaufende
Welle entsteht.
 H2n (kr) =   [Jn (kr)  iNn (kr)] : (2.100)
Als Losung der Superposition erhalt man die folgenden Residuenausdrucke, die keine
stehenden Wellen mehr enthalten.
~ur =

 Fz
4
8>>><>>>:
Z
Lp;ur| {z }
~ur;P
+
Z
Ls;ur| {z }
~ur;S
9>>>=>>>;
+

 Fz
4
8>>><>>>>: 2i
mX
=1
Res

(k)2  uH1r
 
+N+1; 
+
N+1; k
2

H21 (kr)
	
k=m| {z }
~ur;O
9>>>=>>>>;
~uz =

 Fz
4
8>>><>>>:
Z
Lp;uz| {z }
~uz;P
+
Z
Ls;uz| {z }
~uz;S
9>>>=>>>; (2.101)
+

 Fz
4
8>>>><>>>: 2i
mX
=1
Res

k  uH0z
 
+N+1; 
+
N+1; k
2

H20 (kr)
	
k=m| {z }
~uz;O
9>>>>=>>>; :
Die in Gl.(2.101) beschriebene Verschiebungen des Wellenfeldes in einem Punkt des
geschichteten Halbraums ist die Uberlagerung von Kompressions-, Scher- und Ober-
achenwelle:
~u = ~uP + ~uS + ~uO:
In Anhang A4 wird zur Ergebniskontrolle der Gl.(2.101) ein alternativer Weg der
Konturintegration unter Nutzung einer Materialdampfung und analog der Halb-
raumlosung nachvollzogen. Der Vorteil des im Anhang A4 dargestellten Weges ist
ein Ergebnis, das die Abstrahlungsbedingungen direkt erfullt. Eine Uberlagerung mit
freien Wellen ist in dieser Losung nicht weiter erforderlich.
Die Integralausdrucke entlang den Ufern der Verzweigungsschnitte Lp und Ls in
Gl.(2.96a,b) werden vollstandig durch folgende Terme beschrieben:
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2.5.4 Berechnung der Green'schen Funktionen
Die Berechnung synthetischer Seismogramme aus den Losungen der Green'schen
Funktionen im Frequenzbereich kann auf unterschiedlichen Wegen erfolgen. In Kapi-
tel 2.5.3 wurden die Verschiebungen des Wellenfeldes als Summation von Korper- und
Oberachenwellen dargestellt. Die weitere Berechnung synthetischer Seismogramme
kann in Abhangigkeit vom Ziel der Untersuchung erfolgen.
Im Folgenden soll zwischen der exakten Berechnung der analytisch separierten Wel-
lenanteile und der genaherten Berechnung des gesamten Wellenfeldes, der Wellen-
zahl-Integration, unterschieden werden. Bei der Berechnung der Gl.(2-101) wurden
die Anteile der Korper- und Oberachenwellen getrennt angegeben. Mit dem Schwer-
punkt der vorliegenden Arbeit auf Oberachenwellen ist insbesondere die Berechnung
der Residuenanteile aus Gl.(2-101) von Interesse, da mit diesen die theoretischen
Oberachenwellenfelder bestimmt werden. Zur Vermeidung numerischer Probleme
wahrend der Berechnung des Nenners des Residuums, der Ableitung der Frequenz-
gleichung, wird eine analytische Beschreibung dieser Ableitung verwendet. Die vor-
handenen Integralterme in Gl.(2-101) konnen problemlos numerisch ausgewertet wer-
den, da keine weiteren Singularitaten auf dem Integrationspfad zu berucksichtigen
sind und die unbestimmten Integrale sehr schnell gegen Null konvergieren.
2.5.4.1 Normalmoden-Superposition
Die Berechnung der Oberachenwellen aus dem Residuenanteil der Konturintegra-
tion macht es erforderlich, die Ableitung der Frequenzgleichung nach der jeweilig
diskreten Wellenzahl durchzufuhren. Die normalerweise verwendete numerische Dif-
ferentiation zur Berechnung von Ableitungen kann, wie schon erwahnt, zu ungenauen
Ergebnissen fuhren, da die entsprechende Wellenzahl gleichzeitig Nullstelle des Nen-
nerterms ist.
Einfacher und genauer ist die Nutzung der Variationsprinzipien fur die Ableitung des
Nenners (Saito 1967) nach der Wellenzahl k in Gl.(2-101). Da diese Methodik auch
fur die Berechnung der partiellen Ableitungen der Phasengeschwindigkeit nach den
Schichtparametern in der Inversionstheorie genutzt werden kann, bietet sich deren
Verwendung an.
Zur Analyse von Ableitungsproblemen sind die Variationsprinzipien eine in der
geophysikalischen Literatur haug genutzte Vorgehensweise (Kennett 1974, Aki &
Richards 1980). Fur den genannten Zweck werden die vorhandenen Losungen an die
eigenen Randbedingungen angepasst. Die Anwendung der Variationsprinzipe bezieht
sich im Wesentlichen auf Eigenwertableitungen (Ableitung der Phasengeschwindig-
keit nach Schichtparametern) bzw. die Ableitung der Frequenzgleichung. Da die Fre-
quenzgleichung und damit die Eigenwerteigenschaften als Systemeigenschaft nur von
dem vertikalen Aufbau des Modells abhangig sind, ist es ausreichend, im Folgenden
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ebene Wellen (@y = 0) zu betrachten.
Ausgangspunkt fur die Betrachtungen ist die Lagrange Energiedichte (Achenbach
1980) eines Kontinuums fur konservative Systeme25,
L = K  U (2.103)
wobei K die kinetische und U die potentielle Energiedichte reprasentiert. Als kineti-
sche Energiedichte ist
K =
1
2

 
ui

ui

und als potentielle Energiedichte die Formanderungsenergie deniert.
U =
1
2
(
P
ij"ij)
Mit "ij =
1
2
(ui;j + uj;i) als die Komponenten des Dehnungstensors und ij = ij"kk+
2"ij (i; j = u; z) als die Komponenten des Spannungstensors sowie ekk = ("xx + "zz)
als Volumendehnung ergibt sich die Lagrange Energiedichte fur Verschiebungen u
und w in der x; z-Ebene:
L =
1
2
(


@u
@t
@u
@t
+
@w
@t
@w
@t

  

@u
@x
+
@w
@z
2
  

@u
@z
+
@w
@x
2
 2
"
@u
@x
2
+

@w
@z
2#)
: (2.104)
Gema dem Hamilton'schen Prinzip gibt es keine Variation der Lagrange Funktion
innerhalb eines beliebigen Zeitabschnittes (Goldstein 1991).

t2R
t1
dt
RR
V
L dxdz = 0 (2.105)
Die Abhangigkeit der Verschiebungen u und w nach der Zeit innerhalb von Gl.(2.104)
kann durch die Einfuhrung der harmonischen Funktionen w (x; z; t) = w(z) cos(kx 
!t) und u (x; z; t) = u(z) sin(kx   !t) aufgehoben werden. Durch die unterschiedli-
chen trigonometrischen Funktionen wird die Phasenverschiebung zwischen u und w
berucksichtigt.
25Unter einem konservativen System ist wird ein mechanisches System verstanden, in dem der
Energieerhaltungssatz gilt und sich die Energie mit der Zeit nicht andert (Stocker 2000).
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L =
1
2

!2
 
u2(z) sin2 (kx  !t) + w2(z) cos2 (kx  !t)
  

ku(z) sin (kx  !t) + @w(z)
@z
cos(kx  !t)
2
  2
"
k2u2(z) sin2 (kx  !t) +

@w (z)
@z
2
cos2(kx  !t)
#
 

@u(z)
@z
cos(kx  !t)  kw (z) sin (kx  !t)
2)
:
Fur die weiteren Ableitungen ist es ublich, den zeitlichen Mittelwert der Energie-
dichte zu verwenden. Erreicht wird dieses durch die Integration uber eine Periode T .
Durch die Integration ergibt sich aus den vorhandenen Funktionen26 cos2 (!t) und
sin2 (!t) der Faktor 1
2
.
1
T
TR
0
L dt
Die mittlere Energiedichte in einer vertikalen Bodensaule mit der Horizontaldimen-
sion x kann damit in folgender Gleichung dargestellt werden:
hLi = 1
4
x
Z 1
0
(
!2
 
u2(z) + w2(z)
  ku(z) + @w(z)
@z
2
 2
"
k2u2(z) +

@w (z)
@z
2#
  

@u(z)
@z
  kw (z)
2)
dz:
Multipliziert man die quadratischen Terme aus, so kann die Gleichung zu unter-
schiedlichen Integralausdrucken zusammengefasst werden. Diese Ausdrucke sind als
Energieintegrale bekannt. In der Zusammenfassung zu Energieintegralen wird den
Denitionen von (Harkrider & Anderson 1966) und (Aki & Richards 1980) gefolgt.
Die Gleichung (2.105) stellt sich danach in folgender Form dar:

 
!2I1   k2I2   kI3   I4

= 0: (2.106)
Da die kinetische und die potentielle Energie den gleichen Betrag haben, ergibt sich
zusatzlich die Gleichung
!2I1 = k
2I2 + kI3 + I4: (2.107)
Diese Beziehung muss immer erfullt sein, auch nach Variation dieser Forderung, wie
26Die Kombinationen von 1T
R T
0
sin(!t) cos(!t)dt konnen unter Nutzung der partiellen Integration
zu quadratischen Ausdrucken umgestellt werden.
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in Gleichung (2.106) ausgedruckt. Die Ausdrucke der Energieintegrale von Gleichung
(2.106) und (2.107) sind wie folgt deniert:
I1 =
1
2
1Z
0

 
u2 + w2

dz I2 =
1
2
1Z
0

(+ 2)u2 + w2

dz
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  w@u
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
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(+ 2)

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+ 

@u
@z
2#
dz:
Die auf diese Weise denierten Gleichungen (2.106) und (2.107) stellen den Aus-
gangspunkt fur die Ermittlung der notwendigen Ableitungen dar.
Da die Eigenwerte- und formen nicht von der Art des gewahlten Koordinatensystems
abhangig sind konnen die denierten Verschiebungsgroen u und w problemlos durch
die Terme ur und uz ersetzt werden.
Fur die Angabe der Ableitungen ist es erforderlich, die Gruppengeschwindigkeit in
den Ausdrucken der Variationsprinzipe zu formulieren. Nach (Muller 1991) ist die
Gruppengeschwindigkeit U eines Wellenzuges deniert als
d!
dk
. Durch Variation der
Gl.(2.107) bezuglich der Parameter ! und k kann die Gruppengeschwindigkeit in
Abhangigkeit von den Energieintegralen angegeben werden.
!2I1 + 2!I1! = k
2I2 + kI3 + I4
!2I1 = k
2I2 + 2kI2k + kI3 + I3k + I4
Nach Umstellen und Gleichsetzen ergibt sich die gesuchte Gruppengeschwindigkeit
2!!I1 = 2kkI2 + kI3
U =
!
k
=
2kI2 + I3
2!I1
=
I2 +
I3
2k
cI1
: (2.108)
Numerisch weitaus problematischer ist die Berechnung der Ableitung der Frequenz-
gleichung innerhalb der Residuen nach Gl.(2-101). Die Ableitung muss an der Stelle
kn erfolgen, bei der auch die Singularitat des Integranden vorhanden
27 ist.
In der Berechnung der Verschiebungslosung von Oberachenwellen werden nur die
Residuen von Gl.(2-101) genutzt,
27Die Singularitat entspricht der Nullstelle kn innerhalb der Frequenzgleichung in Gl.(2-59) bzw.
Gl.(2-64).
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da diese mit den Oberachenwellen korrespondieren.
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Druckt man das Residuum in Termen der H/T-Methode aus, so ergibt sich fur die
vertikale und radiale Verschiebung folgende zusammengefasste Gleichung.
~ur;z =  
 iFz
2
 nX
=1
8><>: M11@ (det(M21))
@k

M21 (1; 2) 0
0 M21 (1; 1)

 kH21;0 (kr)
9>=>;

k=n
(2.113)
Der Zahler in Gl.(2.113) beschreibt die jeweilige Eigenform des freien Systems, womit
Gl.(2.113) auch in folgender Form geschrieben werden kann.
~ur;z =  
 Fz
2

i
nX
=1
k
u^r;z (k; !; z)
@F
@k

k=n
H21;0 (kr) (2.114)
Der Term u^(k; !; z) in Gl.(2.114) reprasentiert die Eigenform und F die Frequenz-
gleichung des Systems.
Fur die notwendige Ableitung der Frequenzgleichung wird eine publizierter Losung
von (Aki & Richards 1980) bzw. (Saito 1967) verwendet
@F
@k
 1
=
uz (k; !; 0)
4kUI1
: (2.115)
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Unter Nutzung der Gl.(2-115) ergeben sich die Gleichungen der Residuen komplett
in Schreibweise der Energieintegrale und der Eigenformen des Systems.
ur = i
X
n
u^r (k; !; z)
8cUI1
uz (k; !; 0)FzH
2
1 (kr)
uz = i
X
n
u^z (k; !; z)
8cUI1
uz (k; !; 0)FzH
2
0 (kr) (2.116)
Zur Betrachtung der Fernfeldlosung konnen die vorhandenen Hankelfunktionen durch
ihre asymptotische Beschreibung groer Argumenten, siehe Anhang A.1, ersetzt wer-
den.
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Nutzt man diese zusammen mit der Umformung,
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erhalt man die Losung der Green'schen Funktion von Oberachenwellen aufgrund
einer vertikalen Punktlast an der Halbraumoberache.
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Werden die Residuen in Hankelfunktionen 1. Art bei einer entsprechenden Zeitabhan-
gigkeit von exp ( i!t) analog dem oben gezeigten Weg entwickelt und umgeformt,
ergeben sich die Ausdrucke der Green'schen Funktionen in (Aki & Richards 1980).
Der wesentliche Vorteil dieser Beschreibung liegt in der analytisch geschlossenen,
numerisch stabilen Darstellung. Als Resultat der Summation ergibt sich ein Wellen-
feld, das nur aus angeregten Normalmoden zusammengesetzt ist. Die hier fehlenden
Korperwellenanteile verringern keinesfalls die Bedeutung dieser Losung, da die Ener-
gie mit zunehmender Entfernung uberwiegend von Oberachenwellen transportiert
und damit die angegebene Losung im betrachteten Wellenfeld ebenfalls dominanter
wird. Ein Beispiel der Normalmoden Summation ist in Abb.(2-19) gegeben.
2.5.4.2 Wellenzahl-Integration
Das gesamte Wellenfeld in einem geschichteten Halbraum setzt sich aus der Summa-
tion von Oberachen- und Korperwellen zusammen (siehe Gl.2-101).
2.5 Synthetische Seismogramme 75
Mit der angegebenen Losung von Kapitel 2.4 werden unterschiedliche Wege in der Be-
rechnung des Wellenfeldes beschritten. Zum einen wird eine Wellenzahl-Integration
entlang der reellen k-Achse und zum anderen eine Wellenzahl-Integration, entspre-
chend der Konturintegration durchgefuhrt werden. Unter Nutzung der Gl.(2-73) bzw.
Gl.(2-74)
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werden die Green'schen Funktionen des Systems durch Integration uber den gesam-
ten Wellenzahlbereich bestimmt. Die vorhandenen Singularitaten des Integranden
werden durch die Einfuhrung einer hysteretischen Dampfung28 D (Wolf 1985) in die
Materialkennwerte
 =  (1 + iDS) und cS = cS
p
1 + 2iDS; c

P = cP
p
1 + 2iDP (2.123)
von der reellen k - Achse in den 1. Quadranten29 verlagert, so dass bei einer numeri-
schen Integration uber die reelle k-Achse die vorhandenen komplexen Singularitaten
nicht storen. Fur die Dampfungsterme DS und DP konnen in erster Naherung gleiche
Werte angenommen werden.
Das grote Problem dieser numerischen Integration uber die reelle Wellenzahlachse
k ist das Auftreten eines divergenten Integranden im Fall von gleich tief oder hoch
liegenden Quell- und Aufnehmerpositionen. Entsprechend Hisada (Hisada 1994) kon-
vergiert der Integrand mit zunehmender Wellenzahl k gegen die statische Losung.
Daruber hinaus schlagt (Hisada 1994) eine approximierte Losung fur ! = 0 zur
Verringerung dieses Problems vor, da keine explizit analytische Losung angegeben
werden kann. Durch Subtraktion der statischen Losung vom Argument des Inte-
granden erhalt man eine mit zunehmender Wellenzahl gegen Null konvergierende
Funktion des Integranden. In der Berechnung der Wellenzahl-Integration wurde die
vorgeschlagene Naherungslosung der statischen Funktion genutzt, um den divergen-
ten Integranden zu beseitigen. Die Integration der Green'schen Funktionen wurde
auf Basis der numerischen Trapezquadratur durchgefuhrt.
In dem auf diesem Weg berechneten synthetischen Wellenfeld mussen mit zuneh-
28Als hysteretische Dampfung wird eine ausschlielich dehnungsabhangige Dampfung bezeichnet.
29Zur raumlichen Verschiebung der Singularitaten von der reellen k-Achse in den komplexen
Bereich, siehe Kapitel 2.5.2.
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mender Entfernung die entsprechenden Anteile von Korper- und Oberachenwellen
sichtbar werden. Aufgrund der hoheren Ausbreitungsgeschwindigkeiten sind die di-
rekten Korperwellen vor der Oberachenwelle sichtbar. Vorhandene Reexionen und
Refraktionen, die durch die vorgegebenen Schichtungen im Wellenfeld entstehen,
mussen innerhalb des Wellenfeldes sichtbar werden.
Ein Indikator fur die Zuordnung eines Zeitabschnittes zu den Oberachenwellen ist
eine mit zunehmender Entfernung fortschreitende Aufweitung (Dispersion) des Wel-
lenzuges mit deutlich harmonischen Anteilen. Naturgema wird die Identizierung
von Wellentypen nur selten in einem einzelnen Zeitverlauf gelingen; in der Regel
bedarf es fast immer der Betrachtung eines kompletten Wellenfeldes. Ausnahmen
bilden dabei Wellenzuge in sehr groer Entfernung von der seismischen Quelle, da
diese sehr stark dispergiert sind, so dass nicht nur die Wellentypen sondern auch die
Moden der Oberachenwellen sichtbar werden konnen.
Verwendet man die Losung der Konturintegration zur Berechnung des gesamten
Wellenfeldes, dann bestimmt sich dieses aus der Superposition der einzelnen Wellen-
typen in Gl.(2-101). Die Berechnung der Korperwellenanteile (Konturintegrale um
die Verzweigungsschnitte) kann dabei auch als eine Art der Wellenzahl-Integration
aufgefasst werden, die mit der Normalmodenlosung (Residuenanteil) uberlagert wird.
Die numerische Auswertung der Integrale entlang der Integrationswege bereitet kei-
ne weiteren Schwierigkeiten, da die resultierenden Integrale endliche Grenzen besit-
zen bzw. die Integrale mit unendlichen Grenzen durch die auftretenden modizier-
ten Besselfunktionen Kn schnell gegen Null konvergieren. Als eigentliches Problem
bei der Durchfuhrung dieser Integration, stellte sich die Berechnungszeit heraus, da
sich durch die groere Anzahl der Integrale, die zur Bestimmung der Korperwel-
len notwendig sind, der Zeitaufwand um ein Vielfaches gegenuber der Wellenzahl-
Integration entlang der reellen k-Achse erhoht. Wegen dieses groen Zeitaufwands
wurde diese Integration nur an wenigen Beispielen getestet.
2.5.4.3 Zeitbereichsdarstellung
Fur die spatere Durchfuhrung der Inversion seismischer Daten und die Untersu-
chung der Ausbreitungeekte ist es notwendig, synthetische Seismogramme im Zeit-
und Entfernungsbereich abbilden und analysieren zu konnen. Durch Anwendung der
Inversen Fourier-Transformation kann die Verschiebungsfunktion im Zeitbereich dar-
gestellt werden. Ublich ist die Verwendung der numerischen Inversen Fast-Fourier-
Transformation (IFFT).
Nach Frazer (Frazer 1988) kann diese Rucktransformation auf zwei Wegen erfolgen:
1.) die spektrale Methode, in welcher zuerst das k - Integral und anschlieend das !
- Integral berechnet wird, und 2.) die slowness Methode, bei welcher die Integrale in
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umgekehrter Reihenfolge bestimmt werden.
u (x; t) =
Z
d!
Z
dkei(kx !t)eu (k; !) : (2.124)
Obwohl nach der slowness Methode das Seismogramm schneller berechnet werden
kann (Frazer 1988), weist die spektrale Methode Vorteile in der Behandlung frequenz-
abhangiger Bodenkennwerte auf. Der Bezug auf die Frequenzabhangigkeit ist beson-
ders dann wichtig, wenn experimentell bestimmte Geschwindigkeitsmodelle seismi-
scher Daten miteinander verglichen werden. Der in dieser Arbeit gewahlte Weg ent-
spricht der spektralen Methode.
Zur Berechnung synthetischer Seismogramme mussen verschiedene Faktoren, die ein
Seismogramm kennzeichnen, berucksichtigt werden. In den Green'schen Funktionen
von Gl.(2-74) sind folgende unterschiedliche Ausdrucke enthalten:
~U1(!; r; z) =
1Z
0
RT Q  Jn(kr)dk: (2.125)
Die vorhandenen Reexionen und Transmissionen innerhalb der Schichtung werden
mit den in Gl.(2-74) abgeleiteten Reexions- und Transmissionskoezienten RT be-
schrieben. In den meisten Fallen sind diese Koezienten stark frequenzabhangig und
komplex. Uber den Wert der Koezienten lassen sich Aussagen zu einer konstrukti-
ven Interferenz der Wellen in dem geschichteten Medium (groe Koezienten) und
einer destruktiven Interferenz (kleine Koezienten) machen.
Die Anregungsfunktion Q, welche die Herdeigenschaften, die Quelltiefe und -rich-
tung beinhaltet, bestimmt im Wesentlichen die Art der abgestrahlten Wellen und
die Anregung spezischer Moden. Die vorhandene Zylinderfunktion Jn(kr) regelt die
geometrische Dampfung der Systems.
Eine weitere Voraussetzung fur die Berechnung synthetischer Seismogramme ist die
Zeitfunktion der Quelle, durch die das Anregungsspektrum der seismischen Quelle
deniert wird. Die Form des Impulses ist den jeweiligen Anforderungen der verwen-
deten experimentellen Quelle bzw. der daraus emittierten Frequenzspektren anzu-
passen. In den eigenen Untersuchungen wurde uberwiegend der Ricker-Impuls 0. bis
3. Ordnung verwendet (siehe Anlage A.5). Das sich ergebende Frequenzspektrum des
Impulses wurde den experimentellen Gegebenheiten (Hammer- bzw. Fallgewichtan-
regung) bzw. dem gewunschten Untersuchungsziel in der Dauer und Art des Impulses
angepasst.
Entsprechend den Rechenoperationen der Fouriertransformation (Bronstein et al.
2001) kann das resultierende synthetische Seismogramm fur eine beliebige zeitliche
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Quellfunktion durch die Faltung des Impulsseismogramms I(t)30 mit der Zeitfunktion
der Quelle F (t) sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich berechnet werden.
~U (!; r; z)  F fF (t)g , I (t)  F (t)
Aus Grunden der Vereinfachung und der Zeitersparnis wurde die Faltung beider
Funktionen in der vorliegenden Arbeit im Frequenzbereich durchgefuhrt und an-
schlieend in den Zeitbereich zuruck transformiert. Zur Vermeidung von Aliasingef-
fekten ist bei der Durchfuhrung der Transformation nach (Press, Flannery, Teukolsky
& Vetterling 1989) zu beachten, das die Green'schen Funktionen bis zur entsprechen-
den Nyquist-Frequenz bestimmt werden und durch Kopplung mit der Anregungs-
funktion bis zu diesem Punkt auf Null abgeklungen sein mussen. Die Berechnung der
in Gl.(2-74) beschriebenen Green'schen Funktionen benotigen den weitaus groten
Teil der Berechnungszeit bei der Ermittlung synthetischer Seismogramme.
In Abb.(2-19a) ist die vertikale spurnormierte Verschiebung eines synthetischen Ober-
achenwellenfeldes dargestellt. Fur das einfach geschichtete Modell (Schicht, Halb-
raum) wurden folgende Kennwerte verwendet: cS = (200; 400)[m=s], cP = (800; 1600)
[m=s],  = (1800; 2000) [g=cm3], h = 10[m]. Als Quellfunktion fur die vertikale Ein-
zellast diente ein Ricker-Impuls 1. Ordnung. Der anfanglich scharfe Anregungsimpuls
lauft mit fortschreitender Entfernung deutlich auseinander. Die Ursache dafur ist die
vorhandene Dispersion des Systems, d.h. unterschiedliche Phasengeschwindigkeiten
innerhalb des Frequenzbereiches. Die Berechnung der Wellentypen ist ein wesentli-
cher Bestandteil in Kapitel 3 und 4.
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Abbildung 2-19: a) Spurnormiertes Oberachenwellenfeld, b) komplettes syntheti-
sches Wellenfeld
30Das Impulsseismogramm stellt die invers transformierte der Green'schen Funktion dar I (t) =
F 1

~U (!;r;z)

:
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In Abb.(2-19b) ist ein komplettes synthetisches Wellenfeld der vertikalen Ver-
schiebungskomponente uz dargestellt. Fur die Berechung wurden die gleichen Modell-
und Quellparamter wie fur die Berechnung des Oberachenwellenfeldes in Abb.(2-
19a) genutzt. Der Punkt (A) in Abb.(2-19b) kann der direkten P-Welle und Punkt
(B) der ersten refraktierten S-Welle aus dem Halbraum zugeordnet werden31. Der In-
dikator fur die Anwesenheit der Oberachenwelle ist das Dispergieren des ursprung-
lich kompakten Wellenzuges in Punkt (D). Infolge der geringen Geschwindigkeits-
unterschiede zwischen Oberachen- und S-Welle wird der Punkt (C) der direkten
S-Welle zugeordnet.
Eine deutliche Trennung von Scher- und Oberachenwelle ist erst bei sehr groen Di-
stanzen moglich. Die refraktierte P-Welle ist aufgrund der kleinen Amplituden nicht
erkennbar. Diese grundsatzlichen Wellentypzuordungen konnen fur andere Modelle
infolge sehr kleiner Amplituden der jeweiligen Wellentypen sehr schwierig oder nicht
realisierbar sein. Mitunter ist selbst die Dispersion der Oberachenwelle visuell nicht
erkennbar. Um Informationen uber den Untergrund zu erhalten, ist es oft besser und
sicherer die vorhandene Dispersion in einem Wellenfeld mit entsprechenden Metho-
den zu untersuchen.
Gegenuber den vorhergehenden Aussagen fehlen bei der Betrachtung des Wellen-
feldes im homogenen Halbraum die Reexionen der Korperwellen und eine disper-
gierende Oberachenwelle. Im theoretisch homogenen Halbraum sind ausschlielich
direkte Korperwellen und eine dispersionsfreie Rayleighwelle vorhanden. Aufgrund
der sehr kleinen Amplituden der Korperwellen gegenuber der Oberachenwelle, wer-
den diese Wellen in Abb.(2-20b) gesondert dargestellt. Die Grundlage der Berechnung
bilden die Kennwerte der Schicht in Abb.(2-19) bzw. die Gl.(2.85a,b). Der Punkt (A)
entspricht dabei der direkten P-Welle und (B) der direkten S-Welle.
Zusammenfassung des Kapitels 2
In Kapitel 2 wurden die Grundlagen zur Denition und Losung der Lame-Navier'schen
Dierentialgleichung aufgearbeitet. Im Hinblick auf die Nutzung des Modells erfolg-
te eine Anpassung der Dierentialgleichungslosung mit entsprechenden Rand- und
Kontinuitatsbedingungen. Zum Zweck der Parameteridentikation in Experimenten
ist ein robustes Modell in Form des geschichteten Halbraums mittels horizontaler
Schichten am besten geeignet. Dieses Modell besitzt eine gute Anpassungsfahigkeit
bezuglich der tatsachlich vorkommenden Bodenschichten und benotigt fur eine Be-
rechnung relativ wenig Parameter.
31Die Zuordnung dieses Wellenanteils kann uber die Nutzung der Methoden der Refraktionsseis-
mik in diesem Beispiel relativ gut erfolgen. Im Allgemeinen ist die Anwendung dieser Methoden
von Unsicherheit in der Wellenzuordnung gepragt.
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Abbildung 2-20: a) Spurnormiertes Wellenfeld mit Korper- und Oberachenwellen
im Halbraum, b) Spurnormiertes Korperwellenfeld im Halbraum.
Mit dieser Magabe wird ausgehend von dem mathematisch ubersichtlichen Thomson-
Haskell-Algorithmus und der numerisch stabilen Methode der Reexions- und Trans-
missionskoezienten in Kapitel 2 eine analytische Losung der Green'schen Funktio-
nen fur den geschichteten Halbraum abgeleitet. Die Grundlage fur die Losung ist eine
dem homogenen Halbraum analoge Vorgehensweise unter Nutzung der Funktionen-
theorie. Mit der erhaltenen Losung konnen die Wellentypen im Frequenzbereich ge-
trennt angegeben werden. In einer weiteren Berechnung ist damit eine maximale
Interpretationsmoglichkeit der resultierenden Seismogramme vorhanden.
Zur Bestimmung eines synthetischen Zeitverlaufs aus den Green'schen Funktionen
wurden unterschiedliche Berechnungsmoglichkeiten getestet. Von Seiten der Inter-
pretation ist die Losung der Konturintegration immer vorzuziehen. Sehr nachteilig
wirkt sich dabei die sehr lange Berechnungszeit aus. Letztlich stellte sich die schnel-
lere numerische Wellenzahl-Integration und die Normalmoden-Summation fur eine
iterative Verwendung in den Inversionalgorithmen als geeigneter heraus. Auch die
Vorbetrachtung theoretischer Prole bezuglich auftretender Besonderheiten in einer
Messung benotigt eine moglichst schnelle Berechnungsmethode, um eine entspre-
chende Anzahl von Modelltypen zu testen.
Mit der Wahl und der Aufbereitung des theoretischen Bodenmodells ist es moglich,
experimentelle Ergebnisse nachzurechnen. In der Regel sind dazu unterschiedliche
Schritte in der Aufbereitung der Wellenfelddaten notwendig. In den folgenden Kapi-
teln werden diese Punkte naher untersucht.
Kapitel 3
Wellenfeldanalyse /
Parameteridentikation
Mechanische Wellen stellen einen geeigneten Informationstrager dar, um Angaben
uber ein Medium hinsichtlich vorhandener Stoparameter zu erhalten. Bei den in
dieser Arbeit verwendeten seismischen Oberachenwellen werden die Informationen
von Amplitude und Phase innerhalb eines Zeitverlaufs ausgewertet.
Zum Erreichen der Erkundungsziele sind folgende Analyseschritte in der dargestellten
Abfolge notwendig.
1. Durchfuhrung der Messung unter Benutzung der geeigneten Messapparatur.
2. Aufbereitung der Rohdaten fur die weitere Analyse (Signalverarbeitung).
3. Auswertung der korrigierten Daten hinsichtlich der Dispersionseigenschaften
von Wellenfeldern, die die Grundlage fur die weitere Auswertungen bildet.
4. Invertierung der experimentellen Dispersionseigenschaften mit dem Ziel eines
realitatsnahen Modells.
Ublicherweise werden die Oberachenwellen im geotechnischen Gebiet nur hinsicht-
lich eines Einzelmode untersucht. Mit dem alleinigen Vorhandensein eines Modes in
einer folgenden Invertierung steigt die Moglichkeit der Fehlinterpretation der Mes-
sung. In diesem Kapitel werden die in der Geotechnik ublichen Dispersionsanalysen
durch weitere Methoden aus dem geophysikalischen Bereich erganzt. Auf Basis der
gewonnenen Informationen wird ein Invertierungsmodell fur Oberachenwellen unter
Einbeziehung auftretender hoherer Moden erarbeitet. Als Grundlage der Inversion
wird ein gedampfter und gewichteter Levenberg-Marquardt-Algorithmus genutzt, um
die mitunter problematische Numerik zu stabilisieren. Das vorrangige Ziel des Ka-
pitels ist die vollstandige Erfassung von auftretenden Moden der Oberachenwellen
und deren gemeinsame Invertierung.
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Das Kapitel ist in zwei Teile gegliedert. In der ersten Halfte werden die notwen-
digen und verwendeten Methoden der Datenaufbereitung und Wellenfeldanalysen
vorgestellt und auf ihre Eigenschaften getestet. In der zweiten Halfte des Kapitels
wird ein auf hohere Moden erweitertes Inversionsmodell erarbeitet, diskutiert und fur
geotechnische Aufgaben anwendbar gemacht. Fur die Umsetzung des Zieles werden
bewahrte Optimierungsalgorithmen genutzt.
Nachfolgend wird kurz auf die Grunde der Wahl von Oberachenwellen fur die Un-
tersuchung der Struktur- und Kennwertermittlung eingegangen. Im Gegensatz zu
den in dieser Arbeit genutzten Oberachenwellen verwenden klassische Verfahren
der Oberachenseismik in der Wellenfeldauswertung ausschlielich Raumwellen. Die
Vertreter dieser Verfahren, wie z.B. die Refraktions- und die Reexionsseismik, wer-
den im Sinne einer Strahlen-Naherung geometrisch interpretiert. Die Raumwellen,
insbesondere die refraktierten Wellen, sind dabei oftmals der amplitudenschwachste
Teil des Wellenfeldes, womit eine Interpretation erschwert wird. Die Oberachenwel-
len, die auch als resonante Wellenausbreitung verstanden werden konnen, haben eine
wesentlich groere Amplitude und ein besseres Signal-Stor-Verhaltnis.
Zusatzlich limitiert insbesondere ein vorhandener anormaler Steigkeitsverlauf uber
die Tiefe die Aussagekraft der Korperwellen-Verfahren. Im Gegensatz dazu konnen
Oberachenwellen bei beliebigen Schichtungsprolen eingesetzt werden, sogar wenn
die Prole Schichten kleinerer Wellengeschwindigkeit, einen sogenannten Niedrigge-
schwindigkeitskanal, enthalten. Die Nutzung von Oberachenwellen in seismischen
Wellenfeldern erhoht damit nicht nur den Informationsgehalt einer Erkundung, son-
dern erschliet aufgrund der groen Empndlichkeit fur die Scherwellengeschwindig-
keit des Mediums ganz neue Aspekte in der Erkundung.
Eine Grundlage dafur ist die Gegebenheit, dass die Scherwellengeschwindigkeit fur
die Eigenschaften des Untergrundes charakteristischer als die Kompressionswellenge-
schwindigkeit ist. Besonders in Lockersedimenten wird die Kompressionswelle stark
durch die vorhandene Wassersattigung Sr beeinusst. Mit zunehmenden Sattigungs-
grad geht die Kompressionswellengeschwindigkeit von der Wellengeschwindigkeit des
trockenen (Sr = 0) bzw. teilgesattigten (Sr < 1) Sediments zur Wellengeschwindig-
keit des Grundwassers im gesattigten Zustand (Sr = 1) des Bodens uber. Weiterhin
ist die Groe der Scherwellengeschwindigkeit fur viele technische Fragestellungen von
groerer Bedeutung als die Kompressionswellengeschwindigkeit.
Die groe Empndlichkeit der Oberachenwellen fur die seismischen Geschwindigkei-
ten in kleinen Tiefen machen sie zu einem idealen Werkzeug fur die Bestimmung von
Schichtgrenzen im oberachennahen Bereich. In vielen Fallen ist es oftmals einfacher
lateral, steil stehende Diskontinuitaten mit Oberachenwellen anstatt mit Raumwel-
len (Schneider 1993) zu lokalisieren.
An dieser Stelle soll aber auch darauf hingewiesen werden, dass bei einer Vernachlassi-
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gung der Raumwellen der gesamte Informationsgehalt eines Wellenfeldes nicht aus-
genutzt werden kann. Die aus den unterschiedlichen Verfahren gewonnenen Informa-
tionen erganzen sich mitunter.
Neben den oben genannten Vorteilen werden die Oberachenwellen in den letzten
Jahren dazu genutzt, den Schubmodul und die Dampfung bei sehr kleinen Verzerrun-
gen (small strain parameter) zu bestimmen. Besitzen doch gerade diese Kenngroen
eine essentielle Bedeutung fur das mechanische Verhalten des Bodens. Dadurch er-
weitert sich der ursprungliche Einsatz der seismischen Methoden zur geotechnischen
Erkundung um die Bestimmung von elementaren Kenngroen des Bodens. Hervorge-
hoben wird diese Anwendung durch die Tatsache, dass eine Ermittlung dieser Kenn-
werte im Labor oft an der Entnahme entsprechend ungestorter Proben scheitert.
Bei der Durchfuhrung der Oberachenwellenmessung entsteht ein Messaufwand der
den klassischen Verfahren vergleichbar ist. In der Regel genugt der Einsatz von
Vertikal-Geophonen und einer vertikal ausgerichteten seismischen Quelle (Hammer,
Fallgewicht). Eine Kombination mit den klassischen Verfahren in einer Messkon-
guration ist ohne Probleme moglich. Allerdings erfordert die Auswertung der Ober-
achenwellen einen wesentlich groeren numerischen Aufwand.
3.1 Wellenfeldanalyse
3.1.1 Methoden zur Dispersionsanalyse mit einem Aufneh-
mer
Die Methoden, die nur ein Geophon zur Dispersionsanalyse benotigen, bauen im We-
sentlichen auf der Fensteranalysis und der Multiplen Filter Technik auf (Dresen &
Ruter 1994). Sie ermoglichen prinzipiell die Bestimmung mehrerer Moden.
Die erste Methode wird hier nur kurz erwahnt, da sie in den durchgefuhrten Unter-
suchungen nicht genutzt wurde. Es handelt sich dabei um eine Analyse ausgewahlter
Seismogrammabschnitte mittels eines gleitenden Fensters im Zeitbereich. Durch das
Fenster wird ein kleiner Bereich aus dem Zeitverlauf "herausgeschnitten". Diese se-
parierten Stucke, werden nach der Transformation in den Frequenzbereich in einer
neuen Abbildung der erhaltenen Amplituden uber die Frequenz f und Fenstermit-
tenzeit tm, einer so genannten Gabormatrix g (f; tm), zusammengestellt. Uber die
bekannte Entfernung x des betrachteten Geophons zur Quelle oder zu anderen Geo-
phonen und den auftretenden Maximalwerten in der Darstellung der Gabormatrix
kann die Gruppengeschwindigkeit zu jedem Frequenzpunkt mit Um = x=tm bestimmt
werden.
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Ein ahnliches Vorgehen nur im Frequenzbereich des Zeitverlaufes stellt das Verfahren
der multiplen Filter nach (Dziewonski, Bloch & Landisman 1969) dar. Diese Methode
ist eine der am meist verwendeten Verfahren zur Bestimmung der Gruppengeschwin-
digkeit bei den geopysikalischen Methoden.
Der Ablauf zur Bestimmung der Gruppengeschwindigkeit unterscheidet sich in den
Veroffentlichungen nur durch die Wahl verschiedener Filterformen. In der Regel wer-
den mit einem Satz schmaler Null-Phasen-Bandpass-Filter, so genannter Gaulter,
die besten Ergebnisse in der Separierung von Moden erreicht. Die Ubertragungsfunk-
tion des Gaulters lautet,
Hn (!) = exp
"
 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!   !n
!n
2#
; (3.1)
wobei !n die Mittenfrequenz und  die Filterbreite bzw. Flankenneigung des Fensters
beschreibt.
 =

(!=2)2
(3.2)
Die in  vorkommenden Terme beschreiben mit  die Neigung der Filteranken und
mit ! die relative Bandbreite des Filters (!oben   !unten) =!n. Nach der Filterung
im Frequenzbereich wird von dem in den Zeitbereich rucktransformierten, gelterten
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die Amplitudeneinhullende An(t) =
2
q
f (t)2 +H (f (t))2 mit der Hilberttransfor-
mierten H (f (t)) gebildet1. Zum Maximum der Amplitudeneinhullenden des Signals
ergibt sich die Gruppenlaufzeit des gelterten Signals. Uber die bekannte Entfernung
x des betrachteten Geophons und den auftretenden Maximalwerten in der Darstel-
lung der Gabormatrix kann die Gruppengeschwindigkeit zu jedem Frequenzpunkt
mit Um = x=tm bestimmt werden.
Ein Schwachpunkt dieser Berechnung ist die Bestimmung der exakten Phasenge-
schwindigkeit aus diesen Messungen. Die Beziehung zwischen Gruppen- und Pha-
sengeschwindigkeit nach Gleichung (2-65) ist zwar ohne groere Probleme numerisch
auswertbar, aber ein entsprechender Anfangswert der Phasengeschwindigkeit muss
auf einem anderem Weg bestimmt werden. Wird diese Methode mit anderen Verfah-
ren zusammen betrachtet, so kann dieser Schwachpunkt beseitigt werden. Zu diesem
Problem kommt zusatzlich eine versagende Separationsmoglichkeit der Moden bei ei-
1Unter Hilbert-Transformierten wird hier das um   2 verschobene Signal verstanden: H [f (t)] =
1R
 1
ef (!) Hn (!) e

i!t 

2

d!.
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ner noch nicht ausreichenden vorangeschrittenen Dispersion im Zeitverlauf hinzu. In
den Untersuchungen achseismischer Messungen war dieses Fehlen der fortgeschrit-
tenen Dispersion ein normaler Zustand, wodurch die Untersuchungen mit diesen
Methoden auf wenige Versuche beschrankt blieben.
3.1.2 Methoden zur Dispersionsanalyse mit mehreren Auf-
nehmern
Von den im Rahmen der Dispersionsanalyse untersuchten Verfahren erwiesen sich
diese, welche zwei oder mehrere Aufnehmer fur die Abbildung der Dipersionseigen-
schaften benotigen, als die brauchbarsten Methoden. Die nachfolgend dargestellten
Verfahren konnen oftmals mit gleicher Geophon-Anordung durchgefuhrt werden, wo-
durch die Auswertungsmoglichkeit und das Zusammenspiel unterschiedlicher Verfah-
ren erheblich vereinfacht sind. Der Anlass zur Betrachtung verschiedener Methoden
liegt in deren unterschiedlichen Eignung, auftretende hohere Moden in einem Wel-
lenfeld ermitteln zu konnen.
3.1.2.1 Phasendierenzen-Methode
In zahlreicher geotechnischer Literatur wurde die Spektrale Analyse von Oberachen-
wellen (SASW) veroentlicht. Das der SASW zugrunde liegende Verfahren ist die
Phasendifferenzen-Methode. Darin wird ausgenutzt, dass ein Phasenunterschied an
zwei unterschiedlichen Entfernungspunkten x zu einem Zeitpunkt t aufgrund der
Laufzeit einer harmonischen Welle 4t = x
c
entsteht2.
Fur die Durchfuhrung der Messung konnen unterschiedliche Kongurationen von
Aufnehmerpositionen auf der Oberache gewahlt werden (Abb. 3-1). Es empehlt
sich aber eine Nutzung von mehreren Geophonen, um ein langwieriges Umsetzen der
Aufnehmer fur das Erfassen unterschiedlicher Wellenlangen zu vermeiden. In eigenen
Untersuchungen hat sich eine Aufnehmeranordung mit verdoppelnden Aufnehmerab-
stand hinsichtlich einer verwendbaren Datenqualitat bewahrt. Zur Minimierung des
Einusses von schwach geneigten Schichtverlaufen bzw. geringen lateralen oder loka-
len Diskontinuitaten wird eine Mittelung von Messungen in umgekehrten Schussrich-
tungen vorgenommen. Unter einer Schussrichtung sei die Ausrichtung der Quelle und
der Geophonkette verstanden. Diese Mittelung empehlt sich fur die nachfolgende In-
vertierung, da das darin verwendete Bodenmodell auf ebenen, parallelen Grenzen der
vorhandenen Schichten beruht. Starke Neigungen in den Schichtverlaufen oder ausge-
pragte Diskontinuitaten im Untergrund fuhren zu nicht verwendbaren oder falschen
Untersuchungsergebnissen.
2Wird Gleichung (3.19) an zwei unterschiedlichen Entfernungspunkten zu einer betrachteten Zeit
bestimmt, so konnen die Grundlagen der Phasendierenzen-Methode leicht nachvollzogen werden.
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Fur die Durchfuhrung einer normalen Messung reicht der Einsatz von vertikal ausge-
richteten Einaxial-Geophonen. Mit dem Einsatz von zusatzlichen Horizontalaufneh-
mern konnen die resultierenden Partikelbewegungen des Seismogramms besser zu
den elliptisch ausgerichteten Partikalbewegungen der Oberachenwellen zugeordnet
werden (Tokimatsu 1997).
Fur die Ermittlung des Phasenunterschieds bzw. den daraus resultierenden frequenz-
abhangigen Geschwindigkeiten werden die notwendigen Berechnungen mit Hilfe der
Kreuzkorrelation im Frequenzbereich durchgefuhrt. Das Theorem der Kreuzkorrela-
tion lautet
rij (t) =
1Z
 1
gi () gj ( + t) d () Rij (f) = Gi (f) Gj (f) ; (3.4)
wobei Gj (f) das konjugiert komplexe Spektrum von gj (t) ist. Die Phasengeschwin-
Abbildung 3-1: Mogliche Aufnehmeranordnungen nach (Gucunski & Woods 1991b)
digkeit als Funktion der Frequenz wird aus dem komplexen Spektrum Rij (f) uber
die Beziehung
c (f) =
s  2f
tan 1
= (Rij (f))
< (Rij (f))

| {z }
ij(f)
(3.5)
berechnet, wobei ij (f) die Phase der Kreuzkorrelationsfunktion Rij (f) und s der
Abstand zwischen den Aufnehmern ist.
Die vorhandene Koharenz als Indikator der Qualitat der Verwandschaft zwischen den
Signalen kann uber die Koharenzfunktion
2ij (f) =
Rij (f)R

ij (f)
Rii (f)Rjj (f)
(3.6)
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mit Rii und Rjj als die Autokorrelierte der Eingangssignale i und j berechnet werden.
Nur die Aufnehmerkombinationen, die eine ausreichende Koharenz besitzen, werden
fur die weitere Auswertung genutzt. Als ausreichende Koharenz wird ein Wert groer
als 0.9 nach (Joh 1996) im Koharenzspektrum verstanden (Abb.3-2). Die Nutzung
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Abbildung 3-2: Phasengang des Kreuzleistungsspektrums und Koharenzspektrum,
Messung Halde Freiberg
von Kreuzleistungsspektren bzw. deren Phase zur Bestimmung des frequenzabhangi-
genden Zeitversatzes basiert auf der Hypothese, dass die betrachtete Wellengruppe
nur aus einer Mode zusammengesetzt und die Phasengeschwindigkeit folglich nur
eine Funktion der Frequenz ist (Aki & Richards 1980). Alle weiteren Moden bzw.
Korperwellen werden sich als storendes Rauschen oder anderweitige Veranderung
in den Abbildungen des Phasengangs wiedernden. Berucksichtigt man die geringen
Auslagelangen in der Geotechnik, so ist es mit dieser Methode nicht moglich mehrere
in einem Wellenfeld auftretende Moden aufzulosen.
Ein entscheidender Punkt fur die Konstruktion der Dispersionsabbildungen ist die
Entfaltung der Phase des Kreuzleistungsspektrums. Dabei zeigten sich in unter-
schiedlichen Untersuchungen, das es an drei Stellen zu besonderen Schwierigkeiten
kommt:
- im tierequenten Bereich des Phasengangs existiert meistens ein Abschnitt mit
einem sehr schlechten Signal-Rausch-Verhaltnis. Eine Zuordnung der Phasen-
durchgange (2-Wechsel) ist innerhalb dieses Bereichs sehr schwierig.
- ein Bereich mit ahnlich schlechten Signal-Rausch-Verhaltnis existiert im hoch-
frequenten Bereich.
- der nutzbare Frequenzabschnitt mit einer Koharenz < 0.9 wird teilweise auf
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dem Phasengang durch andere Einusse gestort bzw. die Phase ist zwischen
den 2-Wechseln prinzipiell von Oszillationen uberlagert.
Diese Ursache fur die ausgepragten tief- und hochfrequenten Bereiche mit einem sehr
schlechten oder keinem Phasengang liegt im angeregten bandbegrenzten Frequenzbe-
reich, der vorrangig vom Typ der seismischen Quelle beeinusst wird. Die Storungen
innerhalb der zu nutzenden Frequenzabschnitte wurden durch die Entwicklung des
Phasengangs durch ein Polynom im Sinne des kleinsten Fehlerquadrates beseitigt.
Die derart entwickelten Polynome wiesen einen wesentlich glatteren Funktionsver-
lauf auf. Auf die Naherung des Phasengangs durch ein Polynom wird in Kapitel 4
naher eingegangen. Die Umsetzung der Polynomentwicklung erfolgte unter Nutzung
des Programmpakets MATLAB.
Trotz der genannten Einschrankungen und Probleme besitzt diese Methode unum-
stritten Vorteile, die sich zum einen in der Moglichkeit einer extrem kurzen Ausla-
genlange von zwei Aufnehmer oenbart und zum anderen eine sehr klare Dispersi-
onskurve liefert, wenn ein nutzbarer Phasengang der Kreuzkorrelierten abgebildet
werden kann.
Das Problem der Separierung auftretender Moden kann mit dem Phasen-Dierenzen-
Verfahren nicht gelost werden. Fur eine notwendige Separierung mussen andere Ver-
fahren herangezogen werden. In den in Kapitel 4 dargestellten Testmessungen wurde
zur Separierung unterschiedlich auftretender Moden die Verfahren der Wellenzahl-
bzw. Wellenfeldanalyse genutzt, bei denen das komplette Wellenfeld zeitlich und
raumlich analysiert wird.
3.1.2.2 Frequenz-Wellenzahl-Analyse
Zur Untersuchung eines aufgezeichneten Wellenfeldes entlang mehreren in Reihe ste-
henden Geophonen wird eine zweidimensionale Fourier-Transformation bezuglich der
Zeit t und des Ortes x auf das zweidimensionale Feld angewendet
F (w; k) =
1Z
 1
1Z
 1
f (t; x) e i2(ft+kx)dtdx: (3.7)
Innerhalb der Gl.(3.7) ist k die Wellenzahl neben der bisher in Gl.(2.14b) genutz-
ten Kreisfrequenz ! mit ! = 2f . Das sich im zweifachen Bildbereich ergebende
Frequenz-Wellenzahl-Spektrum (f=k-Spektrum) stellt die Eigenschaften des Wellen-
feldes ohne Verlust von Informationen dar. Durch die Darstellung im Bildbereich
ist es moglich, unerwunschte Daten zu eliminieren bzw. herauszultern. Die Zuord-
nung der einzelnen Datenanteile in einem f=k-Spektrum kann nach (Doyle 1995) in
Abb.(3-3) erfolgen. Mit den in einer Reihe angeordneten Geophonen wird das durch-
laufende Wellenfeld neben einer zeitlichen Abtastung auch raumlich entlang dieser
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Linie abgetastet. Fur die korrekte Wiedergabe des Signals in diskreten Werten muss
das Abtasttheorem erfullt werden. Das bedeutet, dass das Abtastintervall t bzw.
x so gewahlt wird, dass die maximal aufzulosende Frequenz bzw. Wellenzahl kleiner
als der Nyquistwert der Frequenz !N bzw. Wellenzahl kN ist.
!N =
2
24 t =

M t
 !max
kN =
2
24 x =

M x
 kmax (3.8a,b)
Aus der Gl.(3.8) ergibt sich, dass !N die hochste Frequenz bzw. kN die hochste
Wellenzahl ist, die mit 4t bzw. 4x aufgelost werden kann. Die Folge eines zu gro-
ben Abtastens ist das Entstehen von Aliasing. In der Regel stellt die Forderung
nach Gl.(3.8a,b) fur den Zeitbereich kein Problem dar, da die Aufnehmer uber ein
ausreichendes kleines Abtastintervall fur die Zeit verfugen und zudem bei den mei-
sten Geraten ein Anti-Alias Filter in der Hardware eingebaut ist. Im Wellenzahlbe-
reich spielt das mogliche Aliasing aufgrund der recht groben raumlichen Abtastung
eine weitaus groere Rolle. Zur Vermeidung des raumlichen Aliasings kann weder
ein Hard- noch ein Softwarelter verwendet werden, so dass die richtige Wahl der
raumlichen Abtastpunkte den entscheidenden Einuss hat. Im Bildbereich des trans-
formierten Wellenfeldes werden die Oberachenwellen als maximale Amplituden im
Spektrum der Gl.(3.7) abgebildet, da sie das Wellenfeld ab einer bestimmen Distanz
dominieren. Existieren mehrere Moden in dem betrachteten Wellenfeld, bilden sich
unterschiedliche Aste in dem Spektrum ab (siehe Abb.3-8).
Die gesuchten Phasengeschwindigkeiten c (!) ergeben sich aus dem Verhaltnis von
Frequenz ! = 2f und Wellenzahl k (!).
c (!) = !=k (!) (3.9)
Zum Minimieren des auftretenden Gibbs'schen Phanomens in den transformierten
Darstellungen werden die Daten f (t; x) mit einem seitengedampften Fenster (Han-
nigfenster) gewichtet. Eine Verbesserung des Signal-Noise-Verhaltnis' wird durch eine
Stapelung unterschiedlicher Schusse gleicher Auslage erreicht.
Grundsatzlich ist die Doppel-Fourier-Transformations-Methode oder auch f=k-Ana-
lyse numerisch ein sehr robustes Verfahren, aber oft reicht die erzielte Auosung
in den Abbildungen der Dispersionskurven nicht aus, um eine klare Trennung zwi-
schen Oberachenwellen und Raumwellen / Noise zu erzielen. Zum Uberwinden die-
ses Nachteils wurden in den durchgefuhrten Messungen weitere Transformationsme-
thoden genutzt.
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Abbildung 3-3: Dateninterpretation nach (Doyle 1995) der in einem f/k-Spektrum
enthaltenen Wellenanteile.
3.1.2.3 Wellenfeld-Transformation
McMechan (McMechan & Yedlin 1981) entwickelte eine Transformationsmethode zur
Abbildung der Dispersionseigenschaften mariner Wellenfelder. Die dazu genutzte  -
p-Transformation, eine spezielle Form der allgemeineren Radon-Transformation, wird
um eine Fourier-Transformation bezuglich der verschobenen Zeit  erweitert (siehe
Gl.3.10). Die dabei verwendete zeitverschobene Stapelung (Slant-Stack) zerlegt das
Wellenfeld in seine ebenen Langsamkeits-Parameter p (p = 1=c) mit tx =
x
c
.
 = t  px (3.10)
Die Variation des Strahlparameters in den numerischen Auswertungen in Kapitel 3
und 4 erfolgte uber die variierende Neigung des Langsamkeitsstrahls p (siehe Abb.3-
4). Ist die Welle entlang des Strahls koharent, so wird ein Maximumwert innerhalb der
Stapelung erzeugt. Durchlauft man die moglichen Langsamkeiten p, ist das Resultat
ein Langsamkeits-Gitter. Eine Spur stellt die Ausbreitung einer ebenen Korperwelle
mit einem bestimmten Einfallswinkel gegenuber der Vertikalen bzw. die einer Welle
mit einer bestimmten Phasengeschwindigkeit an der Oberache dar.
S (p; ) =
X
x
P (x;  + px)
S (p; !) =
1Z
 1
S (p; ) e i!d (3.11)
Fur die frequenzabhangige Darstellung wird auf das p- -Spektrum eine Fouriertrans-
formation bezuglich der Zeitachse  angewendet, womit das gesuchte Langsamkeits-
Frequenz-Spektrum (p-!-Spektrum) bestimmt wird. Die gesuchten Phasengeschwin-
digkeiten zeichnen sich durch die maximalen Werte dieses Spektrums aus.
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Abbildung 3-4: Durchfuhrung der Stapelung mit xiertem  und veranderlichem p
(McMechan & Ottolini 1980).
Der Vorteil dieser Transformation besteht in der klaren Separation der verschiede-
nen seismischen Einusse, insbesondere der Oberachenwellen. Zusammenfassend
konnen folgende wesentliche Berechnungsschritte fur die Konstruktion des p-!-Spek-
trums deniert werden:
1. lineare Zeitverschiebung der Zeitverlaufe uber die Geophonauslage
2. Summation uber die Spuren (Gl.(3.11))
3. Wiederholung der Schritte 1 und 2 im Rahmen der vorgegebenen numerischen
Abtastung von p
4. Fouriertransformation des resultierenden p- -Gitters uber die Zeit  (Gl.(3.11))
Eine Beschleunigung der Auswertungen wird erreicht, wenn die Stapelung und die
Fouriertransformation in ihrer Berechnungsabfolge vertauscht werden. Entsprechend
der Denition des Verschiebungstheorems (Bronstein et al. 2001)
F ff (t   )g , e i! ef (!) (3.12)
ergibt sich die zeitliche Verschiebung (t px) der einzelnen Spuren in Gl.(3.10) als eine
Phasenverschiebung exp( i!px) im Bildbereich, womit die Wellenfeldtransformation
in folgender Gleichung beschrieben werden kann:
S (p; !) =
MX
i=1
u (xj ; !) e
 i!pxj
M r: (3.13)
Die Berechnung der p-!-Spektren kann fur diesen Weg zu folgenden Schritten zu-
sammengefasst werden:
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1. Fouriertransformation des komplettenWellenfeldes uber die Zeit t
2. Multiplikation der Phasenverschiebung exp( i!px) zu dem jeweilig betrachte-
ten Aufpunkt x zu der gegebenen Langsamkeit p
3. Summation uber alle Spuren (Gl.(3.13))
4. Wiederholung der Schritte 2 und 3 im Rahmen der vorgegebenen Abtastung
von p
Eine Verbesserung des Auosungsvermogens innerhalb der Spektren, speziell fur den
Fall von kurzen Geophonauslagen, wie sie in geotechnischen Untersuchungen oft ge-
nutzt werden, kann nach (Park et al. 1998) mit einer Modikation der Transformation
in Gl.(3.13) erreicht werden.
S (!; c) =
MX
i=1
e i!pxj [u (xj ; !)] = [ju (xj ; !)j] M r (3.14)
Die Umformung basiert darauf, dass allein das Phasenspektrum eines Wellenfeldes
die Informationen bezuglich der Dispersionseigenschaften beinhaltet. Das Amplitu-
denspektrum enthalt die Informationen betreend der geometrischen Dampfung und
der Materialdampfung, deren unterschiedliche Amplituden sich storend in den Trans-
formationen auswirken. Die frequenz- und geschwindigkeitsabhangige Darstellung
des Spektrums erfolgt durch die Substitution von c =
1
p
.
3.1.2.4 Diskrete Bessel-Transformation
Bei den bisher behandelten Dispersionsanalysen wurde die Ausbreitung der Wellen in
einer ebenen Front angenommen. Um der geometrisch bedingten Amplitudenabnah-
me entgegenzuwirken, mussen die Daten bei diesem Verfahren mit der aus dem Halb-
raum genaherten Funktion fi =
p
ri in den Oset-Punkten korrigiert werden. Eine
Abweichung wird bleiben, da die Abnahmefunktion der Wellen in einem geschich-
teten Medium auf diese Weise nur naherungsweise beschrieben werden kann. Um
die Dispersionsanalyse auf Basis der Bessel-Transformation fur eine zylinderformige
Wellenausbreitung nach Gl.(2.14a)
S (k; !) =
1Z
0
u (r; !)Jn (!k) rdr (3.16)
analog der Wellenfeld-Transformation nach Kap.3.1.2.4 durchzufuhren, ist es gunsti-
ger, die gesamte Analyse im Frequenzbereich vorzunehmen.
Die vorhandene Besselfunktion wird dabei durch die entsprechenden Hankelfunktio-
nen substituiert. Von den Hankelfunktionen wird nur die Funktion verwendet, die ein
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Feld auslaufender Wellen beschreibt. Wird die Wellenzahl k durch die Langsamkeit
p und die Entfernung der betrachteten Aufpunkte x (k = px) sowie die Besselfunk-
tion durch die entsprechende Hankelfunktion ersetzt, kann die Transformation nach
(Forbriger 2003b) in folgender Gleichung angegeben werden.
S (p; !) 
MX
j=1
un (rj ; !)H
2
n (!prj) rj M rj (3.17)
Die diskrete Bessel-Transformation kann somit als eine spezielle Wellenfeld-Trans-
formation in Zylinderkoordinaten betrachtet werden. In den Auswertungen durch-
gefuhrter Experimente wurde Gl.(3.17) entsprechend Gl.(3.14) fur die Verbesserung
der Auosung modiziert.
3.1.2.5 Darstellungseigenschaften der Dispersionsanalysen
Fur die Abbildung der zu untersuchenden Dispersionseigenschaften von Oberachen-
wellen mit den oben genannten Methoden ist die richtige raumliche Abtastung sehr
wichtig, da die Interpretation der Signale bei der Nichtbeachtung der richtigen Ab-
tastung stark verfalscht werden kann. Fur die korrekte Abtastung ist in jedem Fall
das Abtasttheorem zu erfullen, das heit, es mussen mindestens zwei Geophone pro
Wellenlange fur die Rekonstruktion des Wellenfeldes vorhanden sein.
Zur Abschatzung dieser Einusse und Interpretation von auftretenden Signalen in
den Dispersionsabbildungen wurden die Transformationsmethoden im Vorfeld zu den
experimentellen Analysen mit synthetischen Wellenfeldern untersucht.
Ausgehend von der eindimensionalen Wellengleichung
@2u
@x2
=
1
c2
@2u
@t2
(3.18)
beschreibt deren homogene Losung das in positiver Richtung wandernde Wellenfeld
u (x; t) = Ae
 i2f
 
t 
x
c
!
= Ae i2fref(t prefx): (3.19)
Mit der Summation uber eine endliche Anzahl diskreter Frequenzpunkte wird in
einem ersten Schritt der Frequenzinhalt des zu untersuchenden dispersionsfreien Sy-
stems bestimmt.
u (t; x) =
MX
j=1
Aj exp
h
 i2fj

t  x
c
i
(3.20)
Durch die Annahme eines dispersionsfreien Systems muss in den Spektren das Am-
plitudenmaximum als konstanter Geschwindigkeitswert uber den gesamten Bereich
der gewahlten Frequenzen abgebildet werden. Fur die Berechnung des Wellenfeldes in
94 Wellenfeldanalyse / Parameteridentifikation
Abb.(3-5a) wurden folgende Kennwerte zugrundegelegt: p = 0:01[s=m]; f = 1:::100
[Hz], x = 1[m] mit p als Langsamkeit, f als Frequenz und x als aquidistanter
Abstand der betrachteten Aufzeichnungspunkte. Das auf diese Weise berechnete syn-
thetische Wellenfeld wurde einer Dispersionsanalyse mit den vorgestellten Methoden
des Kap.3.1.2 unterzogen. Dabei wurden die Analysemoglichkeiten verwendet, die
eine Separation multipler Moden erlauben.
Die in Abb.(3-5b), (3-5c)und (3-5d) dargestellten Ergebnisse sind der normierte
Oberachenplot des dreidimensionalen Amplitudenspektrums. Die Werte der Ampli-
tuden sind folgender farblichen Abstufung zugeordnet: maximale Werte - schwarze
Plotbereiche, minimale Werte - weie Plotbereiche.
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Abbildung 3-5: a) Spurnormiertes Wellenfeld, b) 2D Fourier-Transformation, c)
Slant-Stack-Transformation und (d) Bessel-Transformation.
Die graphische Abbildung der Dispersion in Abb.(3-5b), (3-5c) und (3-5d) erfolgt
entlang der vorgegebenen konstanten Referenz-Ausbreitungsgeschwindigkeit von cref
= 100m=s uber den ganzen Frequenzbereich.
Neben der klaren Ausbildung des konstanten Geschwindigkeitswertes in den Trans-
formationsabbildungen treten in der Abb.(3-5) Nebenmaxima und Unscharfe auf.
Die vorhandenen Nebenmaxima lassen sich durch die Anwendung eines gefensterten
Signals mit einer glatten Funktion mildern. In den untersuchten Beispielen wur-
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den die x-Abhangigkeiten vor der Transformation mittels eines Hanning-Fensters
gewichtet, um den Einuss des vorhandenen ,,Rechteck-Fensters\ durch die raumli-
che Abtastung abzudampfen. Das Auftreten der Nebenmaxima ist bei den einzelnen
Transformationen unterschiedlich stark ausgepragt, lasst sich aber nicht vollstandig
vermeiden.
Die auftretende Unscharfe der Abb.(3-5c) und Abb.(3-5d) ist in dem niederfrequen-
ten Bereich deutlich sichtbar. Nach (Forbriger 2003b) lasst sich die Funktion der
Unscharfe in Abhangigkeit von der Frequenz und der Auslagenlange angeben als:
c = fL (3.21)
mit L = Mr (M-Anzahl der Geophone). Entsprechend der Gl.(3.21) ist die Un-
scharfe im niederfrequenten Bereich der Abb.(3-5d) durch eine gestrichelte Linie
gekennzeichnet. Aussagen zur Dispersion konnen nur im Frequenzbereich oberhalb
der Unscharfe gemacht werden.
In Abb.(3-6) wurde zur Berechnung des Test-Signals der doppelte Geophonabstand
verwendet. Durch diese Festlegung bildet sich neben der Unscharfe und den Neben-
maxima das erste Aliasing-Signal im Spektrum aus. Die Berechnung des Wellenfel-
des basiert auf den gleichen Kennwerten wie in Abb.(3-5). Der Geophonabstand x
wurde auf 2m verdoppelt. Die Vorgabe der konstanten Referenzgeschwindigkeit von
100m=s uber den ganzen Frequenzbereich blieb ebenfalls bestehen.
In Abb.(3-6b) tritt ab einer Wellenzahl k > 1:57 Aliasing auf, da kNyk = =x und
dieser Wert mit f >25Hz und c = 100m=s uberschritten wird. Erkennbar ist das
erste Aliasing-Signal an dem hinzukommenden zweiten Maximum im Spektrum. Bil-
der (3-6c) und (3-6d) weisen an der Stelle des ersten Aliasing-Signals eine Hyperbel
auf.
Wendet man auf die Losung der eindimensionalen Wellengleichung eine Fourier-
Transformation3 bezuglich der Zeit an und setzt die Losung in die Transformati-
onsgleichungen (3.13) ein, kann das auftretende Aliasing angegeben werden:
~u (x; !) =
1Z
 1
Ae i2fref(t prefx)ei!tdt = Aei2frefprefx
1Z
 1
ei2t(f fref)dt
| {z }
Maximum fur fref=f
(3.22)
3Die Vorzeichen der Exponenten bei der hier dargestellten Fourier-Transformation sind der in
Gl.(2.13) und Gl.(2.14) vereinbarten Denition entgegengesetzt, um einer auslaufenden Welle zu
entsprechen.
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Abbildung 3-6: a) Spurnormiertes Wellenfeld, b) 2D Fourier-Transformation, c)
Slant-Stack-Transformation und d) Bessel-Transformation.
S (p; !) =
MX
l=1
~u (x; !) e i!pxl
= A
1Z
 1
ei2t(f fref)dt 
MX
l=1
ei2frefprefxne i2fpxn| {z }
e
i2nfMx(pref p) fur fref =f und xn=nMx
(3.23)
Der Ausdruck ei2fMx(pref p) wird maximal fur pref = p und ein ganzzahliges Vielfa-
ches n von 2 bei Verwendung der Gleichung p = pref n 1
fx
bzw. p = pref n 2
!x
.
Mit n (n = 1; 2; :::) ist die auftretende Ordnung des Aliasing-Signals im Spektrum
deniert. Fur pref = p bzw. n = 0 ergibt sich das gesuchte Maximum, die Phasen-
geschwindigkeit p = 1
c
, im Spektrum. Das erste Aliasing-Signal bzw. die Aliasing-
Hyperbel in Abb.(3-6c), beginnt am Schnittpunkt der Spektrenmaximalwerte aus
vorgegebener Referenzgeschwindigkeit von cref = 100m=s (dunkler Plotbereich) mit
der Funktion fx (linearer, gestrichelter Funktionsverlauf in Abb.3-6c).
Zu den vorangegangenen Annahmen einer konstanten Phasengeschwindigkeit wird in
Abb.(3-7) ein Wellenfeld mit einem dispergierenden Signal simuliert. Dabei wurde ei-
ne linear abnehmende Funktion der Phasengeschwindigkeit von p = 0:0025:::0:00333
3.1 Wellenfeldanalyse 97
[s=m] uber die Frequenzachse angenommen. Die ubrigen Kennwerte sind f = 1:::100
[Hz] und x = 1[m]. Zur Vermeidung von Fehlinterpretationen wird die Abtastung
des Signals so gewahlt, dass ein Aliasing in den Spektren nicht auftritt.
Fur die Simulation unterschiedliche Moden in einem Wellenfeld erfolgte in Abb.(3-8)
die Uberlagerung von zwei unterschiedlich linear abnehmenden Phasengeschwindig-
keitsfunktionen. Diese werden durch den Bereich p = 0:002:::0:004 [s=m] und den
zweiten Bereich p = 0:00333:::0:004 [s=m] deniert. Die restlichen Kennwerte aus der
Berechnung zu Abb.(3-7) wurden ubernommen. Die beschiebenen Annahmen der
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Abbildung 3-7: a) Spurnormiertes dispersives Wellenfeld, b) 2D Fourier-
Transformation, c) Slant-Stack-Transformation und d) Bessel-Transformation.
synthetischen Wellenfelder wurden klar in den Abbildungen wiedergegeben. Nach-
teilig ist die mangelnde Auosung der Darstellungen im niederfrequenten Bereichen
sowie die schlechte Separationsfahigkeit der f=k-Analyse in Bezug auf das Auftreten
mehrerer Moden in Schichtsystemen mit geringen Impedanzunterschieden.
Abschlieend erfolgt in Abb.(3-9) die Analyse eines numerisch, auf Grundlage der
Reexions- und Transmissionskoefzienten nach Kapitel 2, berechneten Wellenfeldes
einfacher Schichtung. Zur Berechnung wurde die Normalmoden-Summation genutzt,
um ausschlielich Oberachenwellen im Wellenfeld zu berucksichtigen. Zur Prufung
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Abbildung 3-8: a) Spurnormiertes dispersives Wellenfeld bestehend aus zwei
unterschiedlichen Geschwindigkeiten zu jedem Frequenzpunkt, b) 2D Fourier-
Transformation, c) Slant-Stack-Transformation und d) Bessel-Transformation.
der abgebildeten Moden aus der Dispersionsanalyse sind die Funktionen der Eigen-
werte des freien Systems in die Spektren der Dispersionsuntersuchung hineinproji-
ziert. Die Moden des freien Systems wurden zur besseren Visualisierung farblich und
stilistisch von den Schattierungen des Spektrums abgesetzt. Als Berechnungsbeispiel
wurden folgende Kennwerte einer Einfachschichung (Schicht, Halbraum) gewahlt:
d = 10[m]; cS = 400; 680[m=s]; cP = 1000; 1700[m=s];  = 1800; 2000[kg=m
3];x =
1[m]: Als Anregungsfunktion fur die simulierte Punktquelle diente ein Ricker-Impuls.
Die Energieubertragung erfolgt bei diesem Bodenprol im Wesentlichen durch den
Fundamentalmode, aber auch hohere Moden werden angeregt. Die Amplituden in
den dargestellten Spektren sind am maximal auftretenden Wert normiert.
Die Abbildungen der Wellenfeld-Transformationen spiegeln die auftretende Dispersi-
on direkt wieder, da diese mit einem Abweichen der Maximalwerte von der Horizon-
talen einhergeht. Somit ist es letztlich auch moglich eine vorhandene Dispersion von
Systemen mit geringem Impedanzunterschied zwischen den Schichten zu analysieren.
Die vorhandenen Probleme der Modenidentikation in der f=k-Analyse konnten ver-
ringert werden. Um die Nachteile der jeweiligen Verfahren zu kompensieren, ist es
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Abbildung 3-9: a) Spurnormiertes Wellenfeld, b) 2D Fourier-Transformation, c)
Slant-Stack-Transformation,d) Bessel-Transformation.
sinnvoll, die unterschiedlichen Verfahren gemeinsam anzuwenden und zu interpretie-
ren.
In Kapitel 4 werden neben synthetischen Wellenfeldern experimentelle Daten unter-
sucht. Fur die Interpretation der experimentellen Messwerte sind die Erkenntnisse an
synthetischen Modellen von entscheidender Bedeutung, da diese die Informationen
uber typische Eigenschaften der jeweiligen Transformationsmethode liefern.
In der Betrachtung moglicher Dispersionsanalysen konnen folgende Erkenntnisse fest-
gehalten werden:
1. Die beste Auosung der Dispersionsrelation aus den gemessenen Daten lie-
fern die Wellenzahl- und Bessel-Transformationen. Die Detektion mehrerer un-
abhangiger Moden in einem Wellenfeld stellt somit kein wesentliches Problem
in der Dispersionsanalyse dar.
2. Bei Anwendung der Phasen-Dierenzen-Methode ist immer eine Kontrolle mit
einem der anderen genannten Verfahren notwendig, sofern dieses mit der ver-
fugbaren Anzahl von Geophonen moglich ist.
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3. Zur Verbesserung der Aussagefahigkeit und zur Kompensation bestehender
Mangel in den einzelnen Verfahren sollten immer mehrere Verfahren, wie f=k-
Analyse und Wellenfeld-Transformation, zusammen angewendet werden.
4. Die Nutzung der Dispersionsanalysen setzt eine entsprechende Kontrolle der
Anwendungsfahigkeit an dem entsprechenden Standort voraus. Das heit, das
weitestgehend laterale Homogenitat in den Schichten vorhanden sein muss.
Doch auch bei einer maigen, lateralen Heterogenitat konnen noch brauchbare
Ergebnisse durch eine entsprechende Mittelung von Messungen entgegengesetz-
ter Schussrichtungen erzielt werden.
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3.2 Nutzung von Oberachenwellen zur Bodeni-
dentikation
3.2.1 Lineare Inversion
Um aus einer experimentellen Wellenanalyse die entsprechenden Informationen zu
vorhandenen Materialparametern bzw. geometrischen Strukturen zu erhalten, muss
diese einer Inversion unterzogen werden. In diesem Sinn kann die Inversion als eine
formale Interpretation von Daten mit einem moglichen Modell verstanden werden.
Die Materialeigenschaften sind oftmals nur durch einen numerischen Suchprozess zu
nden, da die physikalische Modellformulierung in der Regel sehr komplex sind.
Grundsatzlich werden auftretende Inversionsprobleme nach der Verknupfung der Mo-
dellparameter mit den Daten in eine lineare und nichtlineare Abhangigkeit unterteilt.
Die lineare Inversion exakter Daten, welche oft den Ausgangspunkt weiterer Inversi-
onsmethoden bildet, wird in (Parker 1994, Menke 1984, Bard 1974) und (Dahm 1998)
ausfuhrlich diskutiert. Von einer linearen Abhangigkeit zwischen den diskreten Daten
di
di = [d1; d2; d3; :::; dN ]
T N 2 N (3.25)
und den Modellparametern mj
mj = [m1; m2; m3; :::; mM ]
T M 2 N (3.26)
spricht man, wenn der Zusammenhang von Modellparametern und Beobachtungsda-
ten durch eine lineare Funktion fi beschrieben werden kann.
fi (d;m) = 0 (3.27)
Da die Form der Funktion fi von der physikalischen Natur des Problems abhangig
ist, kann diese nicht beliebig gewahlt werden, sondern wird durch den gegebenen
physikalischen Hintergrund bestimmt. Somit ist fi haug eine komplizierte nichtli-
neare Funktion, kann aber auch einfacher Natur sein.
In der linearen Form kann der Zusammenhang nach Gl.(3.27) in der folgenden Glei-
chung beschrieben werden:
f (d;m) = 0 = d  g (m) = d Gm: (3.28)
Darin beinhaltet die Matrix G, die Koezienten, die den Zusammenhang zwischen
den Modellparametern m und den Daten d wiedergeben. Die Matrixform kann auch
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als Summation angegeben werden:
di =
MX
j=1
Gijmj : (3.29)
Der Term Gij mit (i = 1; 2; :::; N) und (j = 1; 2; :::;M) wird in der Literatur haug,
in Anlehnung an die Integraltransformationen Kern genannt.
Fur den Fall von N = M kann der lineare Zusammenhang von Gl.(3.28) direkt
gelost werden, d.h. das Inversionsproblem ist eindeutig losbar. Im Fall der haug
auftretenden Uberbestimmtheit mit N > M und dem Fehlen eines gemeinsamen
Schnittpunktes der einzelnen Funktionen im Modellraum, kann nur das Modell be-
stimmt werden, welches die geringste Abweichung zwischen den Modellergebnissen
und den Daten besitzt.
Zusatzlich zu der vorhandenen Uberbestimmtheit kommt der Umstand, dass die ge-
messenen Daten immer einen Anteil an zufalligen Signalen n beinhalten.
d = g (m) + n (3.30)
Diese Zufalligkeiten konnen nicht in dem Modell erfasst werden, so dass das Ziel einer
Inversion nur darin bestehen kann, den Modellergebnisvektor dsyn uber die Variation
des Modellvektorsmmoglichst gut an die vorliegenden Daten d innerhalb vorgegebe-
ner Fehlerschranken anzupassen. Die Suche nach der Losung des Inversionsproblems
mit dem minimalen Fehlervektor e
e = (dobs   dsyn) (3.31)
fuhrt zur Denition des kleinsten Betragsquadrates des Fehlervektors bzw. der Sum-
me der Fehlerquadrate
E = eTe = (d Gm)T (d Gm) =
NX
i=1
jeij2 != min : (3.32)
Die damit entstandene Funktion4 E minimiert mit der Methode der kleinsten Fehler-
quadrate die Groe oder Lange des Fehlervektors. In diesem Fall wird der Abstand
zwischen experimentellen und synthetischen Daten minimiert. Mit dem Gebrauch der
kleinsten Fehlerquadrate ist die Euklidische oder auch L2-Norm vorgegeben, wobei
die Norm die Lange des Vektors beschreibt.
kek2 =
h
(dobs   dsyn)T (dobs   dsyn)
i1=2
(3.33)
4In der Literatur wird die objektive Funktion E auch als Mist oder Cost function bezeichnet.
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Zur Losung des Gleichungssystems d  Gm = 0 innerhalb von Gl.(3.32) existieren
unterschiedliche numerische Methoden. Fur die nahere Erlauterung dieser Methoden
wird auf die Behandlung des vorliegenden nichtlinearen Problems der Invertierung
der Oberachenwellenfelder verwiesen. Die Tatsache, dass sich lineare Inversions-
probleme systematisch behandeln und losen lassen, ist der Grund fur die vielfaltige
Nutzung dieser Herangehensweise bei der Losung nichtlinearer Inversionsprobleme.
3.2.2 Nichtlineare Inversion
Besteht ein nichtlinearer Zusammenhang von Modellparametern und Beobachtungs-
daten, spricht man bei der Ermittlung der Modellparameter m von einer nichtlinea-
ren Inversion.
di = Fi (m1; m2; m3; :::; mM) (3.34)
Fur die Losung von derartigen, sehr haug auftretenden Inversionsproblemen gibt
es verschiedene mathematische Losungsmoglichkeiten (Dahm 1998, Aki & Richards
1980). Hier seien kurz einige der ublichen Methoden angesprochen, um die Wahl des
Losungsweges zu begrunden. Die genannten Wege bzw. weitere Methoden konnen
bei Bedarf in der vielfaltigen Literatur vertieft werden: (Parker 1994, Menke 1984,
Dahm 1998, Muller 1991, Erfurth & Bie 1975) und (Bard 1974).
3.2.2.1 Methoden der nichtlinearen Inversion
Die in den geotechnischen und geophysikalischen Gebieten verwendeten Inversions-
methoden lassen sich grundsatzlich in zwei Klassen einteilen: globale und lokale Such-
methoden, welche unterschiedliche Vor- und Nachteile besitzen.
1. Versuch und Irrtum-Methode:
Diese oft unbewusst angewendete Methode, auch als Modellrechnung bezeich-
netes Verfahren, ist dadurch gekennzeichnet, dass ein auf Erfahrung beruhendes
Modell vorgegeben wird. Im Vergleich der so entstandenen theoretischen Daten
mit den beobachteten Daten, wird das Modell modiziert bis eine Ubereinstim-
mung von theoretischen und beobachteten Daten innerhalb der vorgegebenen
Fehlergrenze vorhanden ist. Fur eine erfolgreiche Anwendung dieser Methode
ist groe Erfahrung uber das Verhalten des Mediums, aufgrund der eingehen-
den subjektiven Wichtungen, notwendig. Da dieses Verfahren kein systemati-
sche Suche im eigentlichen Sinne betreibt, kann die Methode einer globalen
oder lokalen Suchmethode nur mit Vorbehalt zugeordnet werden.
2. Gitter-Such-Methode:
Bei diesen Methoden wird der gesamte Raum des Modellbereiches gleichmaig
gerastert und systematisch abgetastet. Die Methode ist damit ein globales
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Suchverfahren. Jeder Punkt in diesem Gitter liefert einen anderen theoreti-
schen Wert infolge des sich uber den Modellraum verandernden theoretischen
Modells. An der Stelle der kleinsten Dierenz zwischen theoretischen und be-
obachteten Daten ergibt sich der optimale Modellvektor mit der kleinsten ob-
jektiven Funktion E. Der Berechnungsaufwand ist aufgrund des gleichmaigen
Abtastens des gesamten Modellraums sehr hoch, dafur werden globale und
lokale Minima im Suchraum erfasst. Zur sicheren Erfassung des globalen Mi-
nima darf das Abtastintervall nicht zu gro gewahlt werden. Mitunter kann
sich die Kombination von Gitter-Such-Methode und Gradienten-Verfahren gut
erganzen.
3. Monte-Carlo-Verfahren:
Nach Zufallskriterien werden beliebige Punkte aus dem gesamten Modellraum
ausgewahlt und die theoretischen Ergebnisse mit den beobachteten Daten ver-
glichen. Der Rechenaufwand ist auch bei dieser Methode relativ hoch.
Zu den Monte-Carlo-Verfahren zahlen auch die Genetischen Algorithmen (Al-
Hunaidi 1998). Sie sind eine Klasse von gerichteten Monte-Carlo-Verfahren.
Wie die Bezeichnung genetisch andeutet, hat das Suchverfahren gewisse Paral-
lelen zu Evolutionsprinzipien in der Natur. Der optimale Modellvektor ergibt
sich auch bei diesen Methoden an der Stelle der kleinsten objektiven Funktion
E. Ein Vorteil dieser Methoden ist der Verzicht auf die Bildung einer Gradien-
tenmatrix.
4. Gradienten-Verfahren:
Ist es moglich fur die nichtlineare Funktion Fi die partiellen Ableitungen nach
den Modellparametern mj anzugeben, konnen Gradienten-Verfahren der nicht-
linearen Optimierung sehr eektiv zum Aunden der kleinsten objektiven
Funktion E verwendet werden. Bei diesen Verfahren nutzt man als Suchrich-
tung die Richtung, in der die Zielfunktion abfallt. In der Regel werden bei diesen
Methoden die nichtlinearen Funktionen Fi linearisiert und die Losung itera-
tiv durchgefuhrt. Der Nachteil dieser Methoden ist der lokal begrenzte Such-
raum. Zum Aunden des eigentlichen Inversionsergebnisses muss der Start-
punkt in der Nahe des globalen Minimums liegen. Die Anzahl der Iterationen
hangt von der Nichtlinearitat, dem verwendeten Inversionsalgorithmus und der
Wahl des Startmodells ab. Von den unterschiedlichen Verfahren, seien beispiel-
haft die Methoden des steilsten Abstiegs, das Gau-Newton-Verfahren und das
Levenberg-Marquardt-Verfahren genannt.
Die Vorteile der globalen Suchmethoden sind die mehr oder weniger systematische
Abstastung des gesamten Modellraums. Dabei konnen lokale und globale Minima
unterschieden werden. Eine Eingrenzung des Modellraums durch ein in der Nahe
des globalen Minimums liegendes Startmodell ist nicht notwendig. Probleme konnen
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entstehen, wenn mehrere Minima in den vorgegebenen Fehlerschranken lokalisiert
werden. Ebenso ist der groe zeitliche Aufwand durch das systematischen Abtasten
des Modellraums nachteilig.
Im Gegensatz zu den globalen Suchmethoden sind die lokalen Methoden nur in einem
relativ kleinen Modellraum wirksam. Der daraus resultierende Vorteil ist die wesent-
lich kurzere Berechnungszeit. Allerdings ist aufgrund der eingeschrankten Suche in
dem Modellraum und der Linearisierung des Inversionsproblems ein Startmodell er-
forderlich, das in der Nahe des zu erwartenden Modells liegt. Dieser Nachteil kann
mit Vorinformationen uber den Standort kompensiert werden.
Die weite Verbreitung der Gradientenverfahren fur die verschiedensten Zwecke in
den Geowissenschaften liegt in der relativ einfachen Handhabung, der groen Menge
an Losungsstrategien und den vergleichsweise kurzen Berechnungszeiten. Weiterhin
sind zusatzliche Informationen bzw. Vorinformationen zu den Untersuchungsmedien
der Geowissenschaften die Regel, so dass die Voraussetzungen fur die Anwendung
des Verfahrens gegeben sind.
3.2.2.2 Durchfuhrung der Inversion
Fur die Durchfuhrung der Inversion ist es zweckmaig, die nichtlineare Funktion
von Modellparametern und Beobachtungsdaten zu linearisieren. Zur Linearisierung
der Funktion Fi(mi) wird eine Taylor-Reihenentwicklung um ein Startmodell mi0
durchgefuhrt und die Reihe nach dem zweiten Glied abgebrochen:
di  Fi (mi0) +
MX
j=1
@Fi (mi0)
@mj
(mj  mj0) +Rn: (3.35)
Der Sinn dieses Vorgehens ist die Vermeidung von partiellen Ableitungen hoherer
Ordnung bzw. Schwierigkeiten in deren Berechnung.
di  Fi (mi0)| {z }
di0
+
MX
j=1
@Fi (mi0)
@mj| {z }
Gij
(mj  mj0) (3.36)
Mit den Denitionen von Gij als Matrix der partiellen Ableitungen nach den Ma-
terialparametern in Gl.(3.36), (mj - mj0) als Modelldierenzenvektor mj und (di -
di0) als Datendierenzenvektor di kann das Inversionsproblem analog den Formu-
lierungen der linearen Inversion behandelt werden. Die objektive Funktion lautet:
E = eTe = (di  Gijmj)T (di  Gijmj) : (3.37)
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Die Minimierung von E erfordert das Verschwinden der Ableitung von
@E
@mT
= 0: (3.38)
Durch Anwendung der Gl.(3.38) auf (3.37), d.h. Ableitung der linearisierten objek-
tiven Funktion unter Beachtung von (Gijmj)
T = mTj G
T
ij
@
@mTj
 
dTi di   dTi Gijmj   mTj GTijdi + mTj GTijGijmj

= 0 (3.39)
erhalt man das linearisierte Inversionsproblem mit G = Gij, m = mj und d =
di.
GTGm = GT d bzw. m =
 
GTG
 1
GT d (3.40)
Aufgrund der Linearisierung kann der mit Gl.(3.40) berechnete Modelldatenande-
rungsvektor m nur eine Annaherung an das Minimum sein. Die Gleichung (3.40)
muss also iterativ angewendet werden, das geanderte Modell dient nun als Start-
punkt fur einen neuen Iterationsschritt.
Nach Bronstein (Bronstein et al. 2001) konnen bei der Berechnung der Matrix 
GTG
 1
numerische Schwierigkeiten und Ungenauigkeiten aufgrund einer schlecht
konditionierten bzw. nahezu singularen Matrix5 entstehen. Dieses Problem kann
durch unterschiedliche Verfahren, wie z.B. der Singularwertzerlegung6 der Matrix
G, mit der Groe (N M), vermieden werden. Die Singularwertzerlegung ist de-
niert als G = UV T . Die auftretende Matrix U von der Groe (N N) und die
Matrix V von der Groe (M M) enthalten nach (Bronstein et al. 2001) die Ei-
genvektoren von GTG und GGT . Die Matrix  als Diagonalmatrix von der Groe
(N M) beinhaltet bis auf diag (1; :::; p), den Eigenwerten von G, nur Nullen.
Der Wert p entspricht dem Rang der Matrix G. Die auftretenden Matrizen U und
V sind zusatzlich orthogonale Matrizen.
Zur Durchfuhrung der Singularwertzerlegung existiert eine Vielzahl von aufberei-
teten numerischen Algorithmen, die die entsprechenden Matrizen U ,  und V als
Ergebnis liefern. Von den Matrizen U und V werden nur die Spalten (1:::p) zu-
sammen mit  = diag (1; :::; p) weiterhin genutzt, so dass die Inverse von  kein
Problem darstellt aber G erhalten bleibt: G = U ppV
T
p . Beachtet man die ma-
thematischen Regeln fur orthogonale Matrizen UTpU p = V
T
p V p = I, U
T
p = U
 1
p
5Die Konditionierung verweist auf die Anderung der Losung aufgrund einer Storung der Ein-
gangsdaten. Eine schlecht konditionierte Matrix hat eine hohe Konditionszahl und ist ein Indikator
fur eine nahezu singulare Matrix A (detA = 0).
6Die Singularwertzerlegung wird in der Literatur auch Faktorisierung, Eigenwertzerlegung oder
SDV (singular value decomposition) genannt.
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zusammen mit den normalen Regeln fur Matrizenoperationen (UT )
T = V TUT ,
(UT ) 1 = V  1U 1 und setzt die Zerlegung von G in Gl.(3.40) ein, so erhalt man
den Ausdruck:
m = V p
 1
p U
T
p| {z }
H
d: (3.41)
Der darin zusammengefasste TermH wird auch als generalisierte Inverse oder Pseu-
doinverse von G bezeichnet.
Die Nutzung der Singularwertzerlegung zur Losung des uberbestimmten Gleichungs-
systems stellt eine Losung dar, die zugleich den Betrag des Fehlervektors minimiert.
In den durchgefuhrten Untersuchungen, wurden numerische Algorithmen von Press
(Press et al. 1989) bzw. vorliegende Module des Programmpaketes MATLAB zur Ei-
genwertzerlegung genutzt. Die nach Gl.(3.41) denierte Inversion von Daten wurde
bei Untersuchungen der Fundamentalmode (Schmidt, Wuttke & Schoenhardt 2001)
im Rahmen der SASW angewendet. In der Bearbeitung unterschiedlicher Inversions-
aufgaben an synthetischen und konkreten Standorten sind im Zusammenhang mit
dem oben denierten Inversionsalgorithmus folgende numerische Probleme aufgetre-
ten:
- mit dem Festlegen der Kennwerte des Startmodells in groerer Entfernung vom
vorgegebenen synthetischen Modell (z.B. Startpunkt - homogener Halbraum)
hat die Dauer der notwendigen Iterationen stark zugenommen.
- anstatt der Konvergenz gegen ein Minimum divergiert der Iterationsvorgang,
d.h. der mittlere Fehler als Kontrollma schwankte zwischen abnehmenden und
zunehmenden Werten oder stagnierte uber dem vorgegebenen Fehlerabbruchs-
wert
Zur numerischen Stabilisierung und Verbesserung des Inversionsalgorithmus' wurde
auf das Levenberg-Marquardt Verfahren ubergegangen. Dieses Verfahren beinhaltet
einen zusatzlichen Dampfungsterm, um die Groe und Richtung der Iterationsschritt-
weite zu beeinussen. Nach Lines und Treitel (Lines & Treitel 1984) stellt das Mar-
quardt Verfahren ein hybrides Verfahren zwischen der Methode des steilsten Abstiegs
und dem Gauss-Newton Verfahren bzw. der Methode des kleinsten Fehlerquadrates
dar. Es vereint die numerischen Vorteile beider Verfahren, wie die schnelle Konver-
genz des Gauss-Newton Verfahrens in der Nahe des Minimums und das Aunden
der Abstiegsrichtung durch die Methode des steilsten Abstiegs. Damit ist zugleich
die Idee des Marquardt Verfahrens umrissen, d.h. die Inversion mit der Methode des
steilsten Abstiegs zu beginnen und im Laufe der Annaherung des Fehlervektors an
das Minimum auf das Gauss-Newton Verfahren zu wechseln. Der Dampfungsterm 
hat dabei eine Schaltfunktion.
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Die objektive Funktion fur dieses Verfahren ergibt sich aus der Kopplung des Feh-
lerquadrates und dem gedampften Materialanderungsvektor:
E = (di  Gijmj)T (di  Gijmj) +  (mj)T (mj) : (3.42)
Fordert man wieder das Verschwinden der Ableitung von E,
@
@mTj
 
dTi di   dTi Gijmj   mTj GTijdi + mTj GTijGijmj + mTj mj

= 0
erhalt man die Gleichung des zu losenden Inversionsproblems
m =
 
GTG+ I
 1
GT d: (3.43)
Unter Verwendung der Singularwertzerlegung G = U ppV
T
p , der Matrixoperatio-
nen fur orthogonale und normale Matrizen und der Umformung V p
2
pV
T
p + I =
V p
 
2p + I

V Tp kann Gl.(3.43) folgendermaen umgeschrieben werden
 !m = V p
 
2p + I
 1
pU
T
p 
 !
d (3.44)
wobei 2p und I Diagonalmatrizen sind. Fasst man die Matrixaddition zu einer
neuen Matrix Kp zusammen, kann die Losung der Gl.(3.44) gema (Jupp & Vozo
1975) in Form der Gl.(3.45) angegeben werden.
G = V pKpU
T
p (3.45)
Darin sind die Eigenwerte und der Dampfungsterm in der Diagonalmatrix Kp zu-
sammengefasst zu:
Kp = diag

1
1 + =1
;
1
2 + =2
; :::;
1
M + =M

: (3.46)
Die Wahl des Dampfungswertes erfolgt nach Empfehlungen von Lines und Treitel
(Lines & Treitel 1984) bzw.(Press et al. 1989). In Abhangigkeit der Anderung von
E ist der zu nutzende Wert von  zu wahlen. Als Startwert wird ein groer  -
Wert (Methode des steilsten Abstiegs) verwendet und im Ubergang zu kleineren
Fehlerquadratsummen wird der  -Wert schrittweise verringert bis  = 0 (Gauss-
Newton Verfahren) erreicht ist. Divergiert der Iterationszyklus, wird  erhoht bis
eine Konvergenz wieder vorhanden ist.
3.2.2.3 Partielle Ableitungen / Sensitivitatsanalyse
Das Ziel der nachfolgenden Betrachtungen ist die Bestimmung der Matrix der parti-
ellen Ableitungen in Gl.(3.35). Die dort vorhandene Funktion Gij enthalt die Ablei-
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tungen nach den Materialparametern. Nach (Novotny 1976) kann die Bestimmung
der Ableitungen in zwei Gruppen eingeteilt werden: die numerischen Ableitungen
und die analytischen Ableitungen. Die analytischen Ableitungen werden nochmals
unterschieden in die Variations-Methoden und die Funktionstheoreme. Eine wesent-
liche Voraussetzung fur die beabsichtigte Inversion der Felddaten ist die moglichst
exakte Berechnung der Ableitungen.
In der vorliegenden Arbeit wurden die Variations-Methoden zur Berechnung der
partiellen Ableitungen benutzt. Ausgehend von Gl.(2.106) und Gl.(2.107) wird die
Vorgehensweise von (Aki & Richards 1980) verwendet, um die gewunschten Ablei-
tungen zu bestimmen.
Analog der Ermittlung der Gruppengeschwindigkeit Gl.(2.108) kann fur samtliche
weitere Variablen der Gl.(2.107) eine Variation durchgefuhrt werden, um die Abhan-
gigkeiten der Phasengeschwindigkeitsanderung von den Strukturparametern (cs; ;
; ) zu erhalten.
Als Ergebnis der Sensitivitatsuntersuchung der Modellparameter auf die Phasenge-
schwindigkeitsfunktion wird nur die Scherwellengeschwindigkeit cS als freier Parame-
ter wahrend der Inversion gefuhrt, siehe Abb.(3-10) und Abb.(3-11). Die Matrix Gij
besitzt damit nur die Ableitungen
@ci
@cs;j
. Beispielhaft wird nur fur diesen Parameter
die genutzte Ableitung vollstandig dargestellt. Ausgehend von Gl.(2.107)
!2I1 = k
2I2 + kI3 + I4 (3.47)
wird eine eine Variation bezuglich  und k durchgefuhrt:
!2
1
2
1Z
0

 
u2 + w2

dz   (k + k)2 1
2
1Z
0

(+ 2 (+ )) u2 + (+ )w2
	
dz 
k
1Z
0

u
dw
dz
  (+ )wdu
dz

dz 
1
2
1Z
0
(
(+ 2 (+ ))

dw
dz
2
+ (+ )

du
dz
2)
dz = 0: (3.48)
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Werden die Variationen hoherer Ordnung vernachlassigt und Gl.(2.107) von Gl.(3.48)
abgezogen, erhalt man unter Nutzung von Gl.(2.108) folgende Gleichung
k2!I1U =  1
2
1Z
0
(
2k2u2 + 2

dw
dz
2
+

kw   du
dz
2)
dz: (3.49)
Nutzt man die Beziehung
c
c
=  k
k
; (3.50)
die aus der Variation der Gleichung
c =
!
k
! (c+ c) (k + k) = k  c
gewonnen wird, kann man Gl.(3.49) in Abhangigkeit von der Variation c darstellen,
Gl.(3.51).
c =
1Z
0
"
1
4k2I1U
(
2k2u2 + 2

dw
dz
2
+

kw   du
dz
2)#
| {z }
[ @c@ ]
dz: (3.51)
Nach (Aki & Richards 1980) entspricht der Integrand in Gl.(3.51) den gesuchten
partiellen Ableitungen @c
@
in der jeweilig betrachteten Tiefe. Berucksichtigt man
zusatzlich die Kettenregel der Dierentation

@c
@cs
= @c
@
@
@cs

und die Abhangigkeit
des Schubmoduls nach Gl.(2.13) in der Ableitung von @
@cs
= 2cs, erhalt man die
gesuchte Ableitung der Phasengeschwindigkeit nach dem Parameter in einem Punkt
des Mediums
@c
@cs
=
cs
2k2I1U
(
2k2u2 + 2

dw
dz
2
+

kw   du
dz
2)
: (3.52)
Die resultierende partielle Ableitung eines Schichtparamters ergibt sich durch Inte-
gration uber die homogene Bodenschicht
c
cs
=
cs
2k2I1U
zj+1Z
zj
(
2k2u2 + 2

dw
dz
2
+

kw   du
dz
2)
dz j 2 N: (3.53)
3.2 Nutzung von Oberflachenwellen zur Bodenidentifikation 111
Mit einer analogen Variation erhalt man die Ableitungen der anderen Parameter fur
die Sensitivitatuntersuchungen
c

=
c2
4I1U
zj+1Z
zj
 
u2 + w2

dz j 2 N
c
cp
=
cp
2k2I1U
zj+1Z
zj

ku+
dw
dz
2
dz j 2 N:
Die enthaltenen Ableitungen in Gij sind ein Ma der Sensitivitat des Modells auf Pa-
rameteranderungen. Diese Anderung von mj beeinusst die theoretische Vergleichs-
funktion dsyn im Fehlervektor e = (dobs   dsyn) und damit unmittelbar die Kon-
vergenz des Inversionsverfahrens. Ist die Ableitung gro bzw. klein, so ist auch die
Beeinussung gro bzw. klein. Basierend auf der Groenordnung der jeweiligen Ab-
leitung werden die freien Parameter einer Inversion festgelegt. Die Abb.(3-10) und
Abb.(3-11) zeigt die Dominanz der Scherwellengeschwindigkeit im Funktionsferlauf
der Ableitungen. Aus den Untersuchungen zum Prol 1 und Prol 63 (Anhang A5)
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Abbildung 3-10: Funktion der partiellen Ableitungen fur den Grundmode a) Schicht
1 und b) Halbraum fur Prol 1 mit d = 5[m], cS = 100, 400[m/s], cP = 200, 800[m/s],
 = 1500, 1800[kg/m3] (Anhang A5).
konnen folgende grundsatzlichen Erkenntnisse zu den partiellen Ableitungen festge-
halten werden:
1. Die Oberachenwellen werden von der Scherwellengeschwindigkeit generell am
starksten beeinusst. Der Einuss der Dichte ist etwa um eine Groenord-
nung geringer. Die Sensitivitat des Modells gegenuber der Kompressionswellen-
geschwindigkeit ist noch weitaus geringer als die der Dichte.
2. Die partiellen Ableitungen in Gij sind in den einzelnen Schichten unterschied-
lich stark ausgepragt. Aufgrund der Frequenzabhangigkeit der Oberachenwel-
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Abbildung 3-11: Funktion der partiellen Ableitungen fur den Grundmode a) Schicht
1, b) Schicht 2 und b) Halbraum fur Prol 63 mit d = 5, 3[m], cS = 400, 300,
450[m/s], cP = 800, 600, 900[m/s],  = 1700, 1500, 1800[kg/m
3] (Anhang A5).
len wirken sich bestimmte Tiefenbereiche in speziellen Frequenzbereichen be-
sonders stark aus. Der Funktionsverlauf der Ableitungen weist Ahnlichkeiten
mit dem Verlauf der normierten Energieraten in den Schichten (siehe Kapitel
4, Abb.4-25) auf.
Ausgehend von diesen Feststellungen wird als freier Parameter nur die Scherwellen-
geschwindigkeit cS zugelassen. Die Dichte  und die Kompressionswellengeschwin-
digkeit cP bzw. Querdehnungszahl  wurden in der Inversion vorgegeben. Eine Va-
riation der Tiefe z zur Bestimmung der Sensitivitat erfolgte nicht. Die unbekannte
Schichtmachtigkeit am erkundeten Standort folgt als Ergebnis der Inversion aus ana-
logen Wellengeschwindigkeiten cS uber einer Anzahl benachbarter dunner Schichten.
In den Abb.(3-10) und Abb.(3-11) sind Unterschiede in den Groenordnungen der
partiellen Parameter deutlich sichtbar. Die Abbildungen zeigen stellvertretend nur
die Ableitungen des Grundmodes. Bei Berucksichtigung hoherer Moden im Inver-
sionsalgorithmus erfolgte die Berechung der Ableitung fur die Anzahl der ermittel-
ten Moden. In den Gl.(3.53) sind in diesem Fall fur die Phasengeschwindigkeiten
c, Wellenzahlen k sowie der Eigenformen u und w die entsprechenden Werte des
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betreenden Modes einzusetzen.
3.2.2.4 Einbeziehung hoherer Moden in die Inversion
Die in (Schmidt et al. 2001) genutzte Inversion der Fundamentalmode auf Grundlage
der generalisierten Inversen ist die einfachste Moglichkeit, eine Information zu den
Untergrundparametern mit Hilfe von Oberachenwellen zu erhalten. Eine Wichtung
der Daten ist in diesem Fall nicht notwendig, da nur der Grundmode betrachtet
wird. Dabei auftretende numerische Probleme im Inversionsprozess konnten durch
die Nutzung des Levenberg-Marquardt Verfahrens verringert und stabilisiert werden.
Die Wahl der Groe des Damfungswertes  innerhalb der Iteration erfolgt nach (Press
et al. 1989):
- Start der Inversion E (m0) mit den Modellstartwerten m0 mit einem mittleren
Dampfungswert  von 0,001
- Kontrolle der Veranderung von E (m0 + m)
a) Falls E (m0 + m) < E (m0) wird der Dampfungswert  in der nachsten
Iteration um den Faktor 10 erhoht
b) Falls E (m0 + m) > E (m0) wird der Dampfungswert  in der nachsten
Iteration um den Faktor 10 verringert
- Ist der vorgegebene mittlere Fehler von E unterschritten, stoppt der Iterati-
onsvorgang
Die Inversion des Grundmodes wurde mit der Voraussetzung verwendet, das die expe-
rimentelle Dispersionskurve in dem Phasen-Dierenzen-Verfahren bzw. in der Abbil-
dung der Wellenfeld-Transformationen als alleiniger Grundmode klar und deutlich
zu identizieren war. In Abb.(3-12) wurden beispielhaft die Dispersioneigenschaf-
ten eines synthetischen Bodenprols bestimmt, das einen ausgepragten Wechsel der
Energie auf hohere Moden besitzt. Die Ursache dafur ist die Einlagerung einer Lang-
samkeitsschicht in das Bodenprol, womit ein typischer Wellenleiter simuliert wird.
Die Kennwerte des Prols sind: h = 3; 5; 10[m],  = 1800; 1700; 1800; 1900[kg=m3],
cS = 448; 355; 395; 453[m=s], cP = 795; 610; 690; 805[m=s], wobei die Kennwerte die
Bodenparameter der Schichtung (Kennwert 1 bis N) und des homogenen Halb-
raums (Kennwert N + 1) darstellen. In den Abb.(3-12c), (3-12d) und (3-12f) sind
die Einusse der hoheren Moden durch das Ansteigen der Phasengeschwindigkeit
deutlich sichtbar. Der Phasengang in der Abb.(3-12e) beinhaltet noch keine nen-
nenswerten Storungen. Die dieser Abbildung zugrunde liegende Aufnehmerkombina-
tion entspricht einer kurzen Entfernung am Anfang der simulierten Aufpunkte. In
Abb.(3-12f) werden die Storungen des Phasengangs deutlich. Die dabei vorhandene
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Abbildung 3-12: a) Spurnormierte Seismogramme, b) theoretische Dispersion des
freien Systems, c)Wellenfeld-Transformation, d) Anwendung des Phasen-Dierenzen-
Verfahrens auf die synthetische Berechnung, e) und f) Abbildung des Phasengangs.
Die synthetische Auslagenlange wurde durch die Abstande zwischen den Aufpunkten
mit 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256[m] vorgegeben.
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Aufnehmerkombination entspricht dem groten Teil der Auslagenlange.
Berechnet man aus den erhaltenen synthetischen Daten den Dispersionsverlauf, oh-
ne auf Koharenz oder erkennbare Bereiche einer ungestorten Phase zu achten, erhalt
man den in Abb.(3-12d) vorhandenen Verlauf des experimentell ermittelten schein-
baren Modes. Die noch vorhandenen fehlerhaften Zweige in Abb.(3-12d) wurden in
einer normalen Auswertung nicht berucksichtigt werden, so dass die scheinbare Di-
spersionskurve ahnlich den angeregten Dispersionsasten in Abb.(3-12c) verlauft. Fur
die abgebildete scheinbare Dispersionskurve in Abb.(3-12d) ist es ebenso moglich ein
Modell zu nden, das einen ahnlichen Verlauf des Grundmodes besitzt. Bendet sich
dieser Verlauf zusatzlich noch innerhalb der Fehlergrenzen von e, so ist eine visuelle
Unterscheidung von einem betrachteten Grundmode schwierig. Um an dieser Stelle
eine bessere Annaherung vorzunehmen, wurde von (Gucunski & Woods 1991b) und
(Tokimatsu et al. 1992) eine Gewichtung der Moden in der synthetischen Berechnung
eingefuhrt. Die derart durch die Anregung gewichteten Moden wurden anschlieend
zu einer resultierenden Mode, der scheinbaren Dispersionskurve, zusammengefasst.
Dieses Vorgehen berucksichtigt damit den starken anormalen Anstieg der mit dem
Phasen-Dierenzen-Verfahren ermittelten Dispersionskurve.
Der Vorteil des Vorgehens ist die Beibehaltung der ublichen Inversionsmethode, da
eine theoretisch idealisierte Mode mit der experimentell bestimmten Mode verglichen
wird. Nachteilig und problematisch wird diese Herangehensweise, wenn deutlich un-
terschiedliche Moden mit groerem Abstand auftreten und extrahiert werden konnen.
In diesem Fall treten Sprunge in der scheinbaren Dispersionskurve auf und erschwe-
ren eine numerische Naherung. Ebenso problematisch ist der Fall, wenn mehrere
Moden uber einem groeren Frequenzbereich gleichzeitig angeregt werden, da die
Koharenz in dem Phasen-Dierenzen-Verfahren nicht mehr gegeben ist. Zusatzlich
erschwert die Abhangigkeit der Modenanregung von Quellfunktion, -tiefe und -art
in den Green'schen Funktionen die Wichtung zu einer scheinbaren Dispersionskurve.
Brauchbare Ergebnisse in den Untersuchungen mit scheinbaren Dispersionskurven
sind nur fur den Fall des schnellen Energieubergangs von einer Mode auf eine andere
Mode erzielt worden. Neben diesen Nachteilen wird zusatzlich der Bereich moglicher
Prole nicht verringert.
Es erscheint somit notwendig, die Inversion des Grundmodes auf die Moglichkeit auf-
tretender und separierteter hoherer Moden zu erweitern. Die Nutzung von hoheren
Moden, sofern sie auftreten, bedeutet fur die Inversion eine Erweiterung der mogli-
chen Informationen, um die Anzahl der moglichen Bodenprole, die die Anforde-
rungen an eine Grundmode erfullen, einzuengen und damit die Inversion zu einem
wahrscheinlicheren Modell zu fuhren.
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In der geotechnischen Literatur existieren zu diesem Sachverhalt keine verfugbare In-
formationen, mit dem Wissen um hohere Moden werden im Wesentlichen scheinbare
Dispersionskurven konstruiert. Die geophysikalische Literatur liefert in der gemein-
samen Inversion unterschiedlicher Standortinformationen mehr Hinweise. Besonders
in den letzten Jahrzehnten existierte die Bestrebung, nicht nur den Informations-
gehalt eines Messverfahrens zu invertieren, sondern die Informationen aus unter-
schiedlichen Verfahren, welche sich sinnvoll erganzen, zu kombinieren (Menichetti &
Guillen 1983, Hering et al. 1995, Forbriger 2003b).
Zur Invertierung multipler Moden wird sich an den Modellen der simultanen In-
version von Magnetik und Gravimetrie (Menichetti & Guillen 1983) bzw. der ge-
meinsamen Inversion von Gruppengeschwindigkeit und Geoelektrik orientiert. Diese
Modelle stellen einen ahnlichen Fall der Kombination von Informationen dar.
Ausgehend von den Wellenfeldanalysen in Kapitel 3.1.2 fur die Auosung hoher-
er Moden (Abb.3-9c) wird eine angeregte Mode durch maximale Amplituden in den
Spektren prasentiert. Diese stellen den Ausgangspunkt fur die weiteren Inversionsal-
gorithmen dar. Sind in den Aufzeichnungen nur geringe Storeinusse vorhanden, ist
eine Zuordnung der Amplituden zu unterschiedlichen Moden oft problemlos moglich.
Bei starkeren Einussen lassen sich die Amplituden der jeweiligen Moden nur schwie-
rig zuordnen. Haug wird dieser Umstand zusatzlich durch eine begrenzte Ausla-
genlange und Aufnehmerabstand begunstigt.
Zur Umsetzung der Invertierung hoherer Moden wird in Gl.(3.42) eine Erweiterung
des Modell- und Datendierenzenvektors m und d vorgenommen. Neben dem ur-
sprunglich vorhandenen Grundmode werden die Vektoren m und d um die Anteile
der entsprechenden hoheren Moden erweitert.
d =
8>>><>>>:
d1   d1;0
d2   d2;0
...
dj   dj;0
9>>>=>>>; mit dj =
8><>:
dj;1   dj;1;0
...
dj;n   dj;n;0
9>=>; mit j 2 N, j 6= 0 (3.54)
Zusatzlich wird ein WichtungstermW in die Inversionsgleichung eingefuhrt, da nicht
alle Moden gleichermaen angeregt werden. Als Wichtungsterm wird die Anregungs-
funktion der jeweiligen Moden in den Spektren genutzt, wobei auch die Qualitat und
Interpretation der Daten als subjektive Einschatzung mit in die Wichtung einieen
kann. Damit ist von der ursprunglichen Form der Wichtung mit vorhandenen Varian-
zen der Daten W = diag

1
2
1
, 1
2
2
, :::, 1
2j

abgewichen worden. Der Hauptgrund fur
die Vernachlassigung der Varianz der Daten liegt in der ungenugenden Kenntnis uber
die Messfehler. Numerisch stellt die getatigte Art der Wichtung kein Problem dar,
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da die Daten in d die gleiche physikalische Groen besitzen und der Wichtungsvek-
tor aus dem normierten Spektrum der Wellenfeld-Transformation entnommen wird
(Wuttke, Schmidt & Schanz 2004).
Die Wichtung der Daten hat den Zweck, diese im Anpassungsma starker bzw.
schwacher zu beeinussen, da in theoretischen Untersuchungen festgestellt wurde,
dass die maximalen Anpassungsbereiche fast immer einem Mode entsprechen. Im
Gegensatz dazu sind schwach angeregte Bereiche innerhalb der Spektren oft schwie-
rig von den durch die harmonische Entwicklung in der Fouriertransformation beding-
ten Nebenzipfeln (Gibbs Phanomen) zu trennen, weshalb keine strenge Anpassung
gefordert wird.
Die objektive Funktion E ergibt sich durch die Wichtung von Gl.(3.42) mit der Dia-
gonalmatrix W = diag (W 1, W 2, :::, W j) und W j = diag (W j;1, W j;2, :::, W j;n)
E = (di  Gijmj)TW (di  Gijmj) +  (mj)T (mj) : (3.55)
Analog den vorherigen Betrachtungen wird das Verschwinden der Ableitung der ob-
jektiven Funktion gefordert
0 =
@
@mTj
 
dTi W di   dTi WGijmj   mTj GTijW di
+mTj G
T
ijWGijmj + m
T
j mj

(3.56)
Damit ergibt sich die gesuchte Inversionsaufgabe zu:
m =
 
GTWG+ I
 1
GTW d: (3.57)
Fur die Anwendnung der Singularwertzerlegung wird die WichtungsmatrixW gema
(Menke 1984) zerlegt:
W = LTL mit L = W 1=2: (3.58)
In der Zusammenfassung der Ausdrucke werden die ursprunglichen Terme substi-
tuiert durch B = LG, BT = GT LTund bd = L d, womit Gl.(3.57) ahnlich
Gl.(3.43) ausgedruckt werden kann:
m =
 
BTB + I
 1
BT bd: (3.59)
Wendet man nun die Eigenwertzerlegung auf den gewichtete Matrix B mit B =eU pep eV Tp an7 und beachtet die Matrixoperationen fur orthogonale und normale Ma-
trizen sowie die Umformung eV pe2p eV Tp + I = eV p e2p + I eV Tp kann Gl.(3.59)
7Mit der Tilde uber den orthogonalen Matrizen eUp; eV Tp sowie den Eigenwerten ep wird das
Ergebnis der SVD von der gewichteten Matrix B gekennzeichnet.
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umgeschrieben werden zu:
m = eV p e2p + I 1 ep eUTp bd: (3.60)
Numerisch wird die Wichtung mit B = LG vor der Berechnung der Singularwert-
zerlegung angewendet, so dass das numerische Ergebnis dieser Zerlegung bereitseU pep eV Tp entspricht. Die Wichtung des ursprunglichen Datendierenzenvektors Ld
kann wahrend der Inversion problemlos erfolgen.
Die Durchfuhrung der Inversion geschieht auf der Basis von extrahierten und geglatte-
ten Dispersionskurven aus den Wellenfeldspektren. Die Auswahl der entsprechenden
Punkte von unterschiedlichen Moden erfolgt numerisch aus den Spektren. Zur Suche
der maximalen Punkte wird nach der Spektrenberechnung eine Anzahl von Berei-
chen markiert, in denen sich jeweils ein Mode bendet. In der Festlegung der Gebiete
ist auftretendes Aliasing und Unscharfe zu beachten. Ein einzulesender Punkt wird
durch die Denition einer Amplitudenschwelle xiert. Gleichzeitig ergibt sich daraus
der Wichtungsvektor. Mitunter ist es vorteilhaft, die resultierende Dispersionskur-
ven, fur den tierequenten Bereich aus den Auswertungen der f=k-Analyse und der
Wellenfeld-Transformation zu mitteln. Die vorhandene Unscharfe der Wellenzahl-
transformationen im tierequenten Bereich kann dadurch kompensiert werden. Fur
die Glattung der extrahierten Kurven wird eine Polynom-Naherung entsprechend
des kleinsten Fehlerquadrates unter Nutzung des Programmpaketes Matlab durch-
gefuhrt.
In der Analyse von Daten mit einem schlechten Signal-Noise-Verhaltnis ist es besser,
den Verlauf der einzulesenden Kurve durch ein Polynom vorzugeben. Zusatzlich wird
ein schmaler Streifen um dieses Polynom fur den abzutastenden Bereich vorgegeben.
Die Verbesserung des Signal-Noise-Verhaltnisses wird uber eine Stapelung oder Filte-
rung der Zeitreihen erreicht. Die Nutzung eines Filters hat mit Vorsicht zu geschehen,
um den Informationsgehalt des Wellenfeldes nicht zu mindern.
Fur die Wahl des Startmodells sind Vorinformationen, wie Schichtung oder Bau-
grundbeschaenheit des Standortes, von Vorteil. Diese Informationen konnen aus
geotechnischen Standarduntersuchungen oder aus den Untersuchungen der Laufzei-
ten des Wellenfeldes gewonnen werden. Bewahrt hat sich ebenfalls eine einfache re-
fraktionsseismische Analyse des Feldes als Vorinformationen zu Schichtungsgeschwin-
digkeiten und Schichtdicken. Problematisch war bei diesen Analysen mitunter die
Frage der Zuordnung auftretender Wellenamplituden zu einem Korperwellentyp.
Entsprechend den Ausfuhrungen der Sensitivitatsanalyse wurde als freier Parame-
ter in der Inversion nur die Scherwellengeschwindigkeit der vorhandenen Schichten
zugelassen. Zur numerischen Stabilisierung der Inversionsrechnung erfolgte eine Fi-
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xierung der Schichtstarken. Innerhalb der vorgegebenen Schichten kann sich das je-
weilige Schichtungsprol durch die Anderung der Wellengeschwindigkeit ausbilden.
Die restlichen Modellparameter wurden als nichtfreie (xierte) Parameter vorgege-
ben. Der Vorteil der Inversion mit moglichst wenig freien Parametern liegt zum einen
in der Rechenzeit und zum anderen in der Stabilitat des Algorithmus. Damit ent-
spricht dieses Vorgehen der Forderung, dass das Modell nicht mehr Struktur als notig
aufweisen soll.
Neben den Einschrankungen der Parameter sind folgende Bedingungen wahrend der
Inversion zu beachten.
1. Im Verlauf der Inversion sind zu kleine oder negative Modell-Wellengeschwindig-
keiten durch die Korrektur des Modellanderungsvektors m zu vermeiden. Die
Bedingung lautet cS;i = (cS;i 1 + m)  cS;min mit i als Laufvariable der Ite-
ration.
2. Die Abbruchbedingung der Iteration ist erfullt, wenn der mittlere Fehler des
Fehlerquadrats die vorgegebene Schranke  unterschreitet
p
(eTe) =n  . Die
Schranke  wurde in den Untersuchungen im Allgemeinen auf einen 5% Wert
der experimentellen Daten festgesetzt   5%
qP
d2obs.
3.2.3 Oskulationen von Normalmoden
In Abhangigkeit von den physikalischen Eigenschaften des Ausbreitungsmediums
konnen die einzelnen Dispersionsaste der Phasengeschwindigkeiten einander sehr
nahe kommen, sich fast beruhren. Diese Punkte werden als Oskulation von Nor-
malmoden bezeichnet. In der Literatur werden diese Stellen im Zusammenhang mit
Stoneleywellen (Nolet & Dorman 1996) erwahnt. Eine kurze, aber sehr interessante
Betrachtung dieses Phanomens gibt (Forbriger 2002). Eine andere, weiterreichen-
de Uberlegung im Zusammenhang mit diesem Problem erlautert (Lomnitz, Flores,
Novaro, Seligman & Esquivel 1999) und (Lomnitz, Butler & Novaro 2002) in der
Untersuchung der Kopplung von Grenzschicht-Moden.
Der Hintergrund dieser Analysen, speziell im submarinen Bereich fur Stoneleywel-
len, ist die Untersuchung von zeitlich unterschiedlich ankommenden Korperwellen in
einem Seismogramm. Interessant sind die Anmerkungen von (Nolet & Dorman 1996)
zu diesen Untersuchungen, dass die Plateaus der Phasengeschwindigkeiten mit den
Extremwerten der Gruppengeschwindigkeiten korrespondieren. Da an derartigen Pla-
teaus keine oder nur eine geringe Dispersion existiert, werden diese Bereiche einer
Korperwelle zugeordnet.
Auch in der Ubertragung von Oberachenwellen in geschichteten Boden sind haug
mehrere Moden beteiligt. In Abhangigkeit von der Quelltiefe und dem Quellspektrum
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werden meistens nur Teilstucke der einzelnen Moden angeregt. Diese Form der An-
regung von Modenabschnitten ist ein typisches Erscheinungsbild fur einen naturlich
gewachsenen Untergrund.
Oskulationen konnen dann zu einem Problem werden, wenn sie nicht als solche er-
kannt werden und unterschiedliche Modenabschnitte verschiedener Moden als ein
Mode interpretiert werden.
In den durchgefuhrten experimentellen Versuchen konnten derartige Oskulationen
von aktivierten Moden nur teilweise nachgewiesen werden. Doch war bei den ent-
sprechenden Fallen deutlich die Tendenz zu erkennen, dass stets mehrere Moden an
der Ubertragung der Erregung beteiligt sind. Weitere Experimente mit einer groe-
ren Auslagenlange konnten einen besseren Aufschluss uber die beteiligten Moden
geben.
Zur Untersuchung der Oskulationen werden aus diesem Grund synthetische Seis-
mogramme betrachtet, die ein derartiges Verhalten aufweisen.
Als ein Kriterium zum Auftreten von Oskulationen wird von (Lomnitz et al. 2002)
ein bestimmtes Verhaltnis der P- und S- Wellengeschwindigkeiten in benachbarten
Schichten benannt. Danach muss das Verhaltnis der P - zur S - Wellengeschwindigkeit
in den benachbarten Schichten die Groenordnung 0.91vs < vp erreichen. Zur Unter-
suchung des Phanomens wird in Abb.(3-13) ein Modell mit folgenden Kennwerten
betrachtet: h = 5; 3[m], cS = 400; 300; 450[m=s], cP = 700; 500; 800[m=s]. Das Wel-
lenfeld wurde mittels Normal-Modensummation berechnet, als Quellspektrum diente
ein Ricker-Impuls 3.Ordnung. Die Abb.(3-13a) spiegelt die theoretischen Dispersi-
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Abbildung 3-13: Dispersion einer Zweifachschichtung mit sichtbar auftretender Os-
kulation zwischen den hoheren Moden. Die anscheinend auftretenden beiden Moden
in der b) Wellenfeld-Transformation setzten sich aus unterschiedlichen Moden des
freien Systems a) zusammen.
onskurven des freien Systems wieder. In Abb.(3-13b) sind die angeregten Moden
des synthetischen Wellenfeldes nach der Transformation des Wellenfeldes dargestellt.
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Deutlich bildet sich der Energieubergang zwischen dem zweiten und dritten Mode
am Oskulationspunkt aus. Der Energieubergang zwischen den beiden Moden ge-
schieht nahezu vollstandig, so dass die Maximalwerte wie ein Mode aussehen. In
einer experimentellen Auswertung wurde eine Zuordnung zu hoheren Moden schei-
tern. Betrachtet man die Gruppengeschwindigkeiten und die Anregungsfaktoren den
ersten drei Moden, so wird deutlich, wie die Energie von Mode zu Mode ,,springt\
(Abb.3-14). Zusatzlich lauft die Energie auf den fast horizontalen Abschnitten der
Moden, so dass keine Dispersion (Frequenzabhangigkeit) im hoherfrequenten Bereich
vorhanden ist. In den untersuchten Modellen wurde eine zum Teil groe Annaherung
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Abbildung 3-14: a) Gruppengeschwindigkeit (unterbrochene Linie) und Phasenge-
schwindigkeit (durchgezogene Linie) der einzelnen Moden, b) Bereiche der angereg-
ten Moden (punktierte Linien) und c) der Anregungs- Ubergang an dem Oskulati-
onspunkt (Detaildarstellung von Abb.3-14b ).
der Modenzweige bestimmt, aber ein Uberschneiden der Aste konnte bei einer An-
nahme eines unterlagerten Halbraums nicht beobachtet werden.
Die Abb.(3-14a) zeigt deutlich, dass der Extremwert der jeweiligen Gruppenge-
schwindigkeitskurven auf dem Niveau des Plateaus der Dispersionskurven entlang
lauft. Damit wird sich die Wellengruppe mit geringer bzw. keiner Dispersion ent-
lang dieser Linie ausbreiten und entspricht damit dem Verhalten einer Korperwelle.
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Die Anregung der Moden verhalt sich uber weite Frequenzbereiche konform zu den
bezeichneten Maximalwerten der Gruppengeschwindigkeitskurven. Im Vergleich mit
den Geschwindigkeiten der Schichten bzw. den Ausbreitungsgeschwindigkeiten der
ublichen Wellenarten, wie P-, S- und Oberachenwellen, kann die Geschwindigkeit
der Wellengruppe, die dieser Gruppengeschwindigkeit entspricht, einer Rayleighwelle
-dispersionsfrei- in der oberen Schicht zugeordnet werden.
Problematisch bei einem derartigen Anregungsverlauf in dem Spektrum ist eine Se-
paration auftretender Moden (siehe auch Abb.3-13b) in der vorgestellten Inversion
von Bodenparametern. Ist zusatzlich noch eine Begrenzung der Auslagenlage auf nur
wenige Meter moglich, wird die Unscharfe des transformierten Wellenfeldes groer.
Mit dem Zusammenfallen beider Faktoren konnen die Moden bzw. der Ubergang
zwischen ihnen nicht mehr getrennt werden.
An diesem Punkt versagt die vorgestellte Inversion basierend auf Normalmoden, da
eine Fehlinterpretation der Modenzuordnung und der resultierenden Schichten die
Folge sein wurde. Um dennoch zu einem Resultat zu gelangen, ist es notwendig,
das Wellenfeld insgesamt zu invertieren. Nach Meinung des Autors wird es einfacher
sein, eine Inversion im Bildbereich durchzufuhren. Fur das Umgehen der Inversi-
on eines kompletten, komplexen Spektrums (Forbriger 2003a), wird vom Autor eine
Amplitudeninversion der relevanten Bereiche innerhalb des Dispersions-Spektrums
vorgeschlagen. Mit den Amplituden ist gleichzeitig die Form und der Anregungs-
bereich des jeweiligen Wellenfeldes gegeben, so dass eine Zuordnung zu den Moden
entfallt und nur Bereiche des Feldes invertiert werden.
Nachteilig bei einer derartigen Vorgehensweise innerhalb einer liniearisierten Inversi-
onsmethode ist die nun notwendige numerische Berechnung der partiellen Ableitun-
gen, die wahrscheinlich groere Berechnungszeit und der weitaus groere Speicher-
aufwand wahrend der Inversion.
Zusammenfassung des Kapitels 3
In Kapitel 3 wurden neben den ublichen geotechnischen Methoden zur Dispersionser-
mittlung zwischen zwei Aufnehmern, erweiterte, auf der Auswertung eines gesamten
Wellenfeldes beruhende Methoden vorgestellt. Der Vorteil dieser Verfahren ist ei-
ne weitestgehend problemlose Ermittlung auftretender Moden in einem Wellenfeld.
Nachteilig ist dagegen der hohe Messaufwand und die erforderliche Auslagenlange.
Die vorgestellten Methoden der Wellenfeldanalyse sind die Grundlage fur die vorge-
stellte Inversion multipler Moden. Ausgehend von dem anfanglich genutzten Gauss-
Newton-Verfahren wurde auf ein gedampftes, gewichtetes Gradientenverfahren der
nichtlinearen Optimierung als mathematisches Modell der Inversion ubergegangen.
Die Vorteile dieses Verfahrens sind:
a) relativ kurze Berechnungszeiten,
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b) eine schnelle Konvergenz in der Nahe des Minimums und
c) ein numerisch stabiles Verfahren mit uberschaubarem Programmieraufwand.
Ungunstig wirkt sich die ausschlielich lokale Suche nach dem Modell mit der gering-
sten Fehlerabweichung aus, was bei der Annahme von falschen Startparametern zu
einen falschen Ergebnis fuhren kann. Mit zusatzlich vorhandenen Standortinforma-
tionen und dem Start der Iteration in der Nahe des moglichen Bodenprols kann der
Nachteil des lokalen Suchbereiches kompensiert werden. Letztlich wurden mit den
Untersuchungen auftretender Oskulationspunkte8 in Dispersionsspektren die Gren-
zen des vorgeschlagenen Verfahrens aufgezeigt.
8Zur Erlauterung des Begris Oskulationspunkt wird auf den Anfang des Kapitels 3.2.3
verwiesen.
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Kapitel 4
Theoretische Fallstudien /
Anwendung auf Felddaten
In diesem Kapitel werden verschiedene Fallbeispiele eines linear elastischen, geschich-
teten Mediums theoretisch untersucht. Das Ziel der Untersuchungen sind tendenzielle
Aussagen zur Erschutterungsausbreitung, zum Verhalten von Wellen in geschichteten
Boden und zu Interpretationshilfen fur experimentelle Auswertungen. Der besondere
Schwerpunkt liegt dabei auf den in dieser Arbeit betrachteten Oberachenwellen.
Die verwendeten Grundlagen zur Berechnung und Auswertung sind bereits in den
Kapiteln 2 und 3 dargestellt. Die Analyse erfolgt an Steigkeitsprolen, die die Cha-
rakteristiken normal dispersiver und invers/anormal dispersiver Medien wiedergeben.
Die strukturellen Unterschiede dieser beiden Dispersionsarten beeinussen die Art
der Wellenausbreitung und Standortidentizierung signikant. Die Ubertragung der
Wellenenergie kann in geschichteten Boden in sehr dierenzierter Form erfolgen. Die
Aussagen zu den theoretischen Untersuchungen basieren auf der Annahme, dass so-
wohl die Quelle als auch der Aufnehmer auf dem geschichteten Halbraum positioniert
sind.
Ausgehend vom erarbeiteten theoretischen Modell und dem Inversionsverfahren wer-
den unterschiedliche Standorte untersucht. Vorraussetzung fur eine erfolgreiche In-
version der seismischen Daten ist die Transformation des Wellenfeldes in eine Dar-
stellungsform (Dispersionsspektren), die eine Inversion erst ermoglicht. Eine ent-
sprechende Vorkenntnis zu auftretenden Phanomenen in diesen Spektren und dem
Erkennen vorhandener Moden ist unabdingbar.
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4.1 Eigenschaften des Wellentransportes
4.1.1 Normal dispersive Boden (normal geschichtete Boden)
Normal dispersive Prole zeichnen sich durch eine zunehmende Steigkeit mit zuneh-
mender Tiefe z aus. Die betrachteten Modelle und ihre Parameter sind im Anhang A5
angegeben. Nachfolgend werden die Eigenschaften der gewahlten Prole durch eine
synthetische Berechnung naher untersucht. Als seismische Quelle wurde der einfache
Fall einer vertikalen Punktlast auf der Oberache angenommen. Das Quellspektrum
ist durch die Eingangswerte der Impulsform deniert. In der Regel wurde als Quell-
spektrum ein Ricker-Impuls genutzt.
4.1.1.1 Geometrische Dampfung
Mit der geometrischen Dampfung wird die Amplitudenabnahme beschrieben, die
aufgrund der Vergroerung der raumlichen Wellenfront entsteht. Die dem Material
innewohnende Dampfung wird nicht berucksichtigt. Beim Vergleich der Amplituden-
abnahmen zwischen den betrachteten Modellen 1 bis 39 und den in der Literatur an-
gegebenen Naherungen aus experimentellen bzw. numerischen Untersuchungen, z.B.
(Gutowski & Dym 1976) und (Rucker 1989), ist eine relativ gute Ubereinstimmung
zu erkennen. Der in den theoretischen Berechnungen geringere Abfall der Amplitu-
den gegenuber den Messungen nach (Gutowski & Dym 1976) hat die Ursache in
verschiedenen Faktoren, z.B. auf die nicht berucksichtigte, aber tatsachlich vorhan-
dene Materialdampfung. Die in Abb.(4-1) groeren Ampitudenabnahmen gegenuber
der geometrischen Halbraumdampfung (Abb.4-1f) sind auf eine vorhandene Disper-
sion aufgrund der Bodenschichten zuruckzufuhren. Ab einer bestimmten Entfernung
entspricht die Amplitudenabnahme im Funktionsverlauf der Abnahmefunktion des
Halbraums u  1=pr mit der Entfernung r.
Die in Abb.(4-1) dargestellten Bereiche entsprechen den in Anhang A.5 zusammen-
gestellten Bodenprolen aus den Bereichen 1 bis 5 fur normal dispersive Boden.
Die Zusammenfassung der Bereiche erfolgte nach Wahl der Schichtenanzahl und der
auftretenden Wellengeschwindigkeiten. Der Bereich 1 entspricht einer Einfachschich-
tung mit Wellengeschwindigkeit der Schicht=Halbraum von cS = 100=400[m=s] bzw.
100=1000[m=s] sowie einer Variation der Schichtmachtigkeit h von 5 bis 50[m]. Im
Bereich 2 wurde bei gleichbleibender Variation von h die Wellengeschwindigkeit der
Schicht erhoht (cS = 300=1000[m=s]). Innerhalb des Bereiches 3 wurde zum einen
die Poissonzahl der Schicht von  = 0:20:::0:45 in dem Prol cS = 100=400[m=s]
mit h = 20[m] variiert, zum anderen erfolgte die Modellierung des homogenen Halb-
raums mit der analytischen Losung nach Kapitel 2.5.2 sowie uber die Annahme einer
sehr groen Hohe der Einfachschichtung. Die Kennwerte des Halbraums wurden zum
Vergleich mit den Einfachschichtungen auf deren Schicht bzw. Halbraumkennwerte
gesetzt. Der Bereich 4 umfasst die Modelle fur die Untersuchungen zu Zweifach-
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Abbildung 4-1: Einhullende der Abnahmefunktionen fur die normal dispersiven
Schichtungen: a) Bereich 1, b) Bereich 2, c) Bereich 3, d) Bereich 4, e) Bereich 5
und f) Zusammenstellung aller Bereiche.
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schichtungen und Bereich 5 die Modelle der Dreifach- und Mehrfachschichtungen.
In Abb.(4-1) erfolgte die Normierung der entfernungsabhangigen Amplituden zum
auftretenden Maximalwert des jeweilig betrachteten Bodenprols. Neben den Ab-
klingfunktionen ist zu beachten, dass die Groe der Oberachen-Verschiebungsam-
plituden stark von den Steigkeitswerten der Schichten des betrachteten Modells
abhangig sind. Eine weichere Schicht wird immer groere Amplituden an dem be-
trachteten Punkt gegenuber einer steiferen Schicht erzeugen. Damit konnen die Ab-
nahmebereiche in Abb.(4-1) nur als mogliche ungunstige Prognosewerte bei bekann-
ter Quellamplitude dienen. In der Regel kommen zu der betrachteten geometrischen
Dampfung weitere Dampfungsfaktoren hinzu, so dass die Amplitude in der Realitat
geringere Werte aufweist.
4.1.1.2 Verhalten der Green'schen Funktion
Bei den Green'schen Funktionen der untersuchten Prole ist ein Bereich vorhan-
den, innerhalb dessen die Verschiebungsamplituden stark verringert sind. Fur diese
Untersuchungen wird vorrangig das frequenzabhangige Verhalten der Green'schen
Funktionen abgebildet. Die entfernungsabhangigen Eigenschaften konnen besser mit
den oben untersuchten geometrischen Dampfung beschrieben werden.
Dieser amplitudenverringerte Bereich hat fur die in Abb.(4-2) betrachteten Einfach-
schichtungen eine Ausdehnung bis zum Wert der dominanten Standortfrequenz. Die
Standortfrequenz fur Einfachschichtungen wird durch die Gleichung f =
cS
4h
be-
schrieben. Die Ergebnisse von (Rucker 1989), mit der Angabe von f =
cS
2h
fur
die Resonanzfrequenz bzw. der Amplitudenverhaltnisse, konnen nicht bestatigt wer-
den. Beispielhaft fur die Annahme einer Einfachschichtung werden in Abb.(4-2) die
Green'schen Funktionen der Prole 6 und 9 betrachtet. Die in der Abb.(4-2) dar-
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Abbildung 4-2: Darstellung der Green'schen Funktion von a) Prol 6 und b) Prol
9.
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gestellten Green'schen Funktionen wurden auf Basis der Gl.(2.3) als Modale Sum-
mation berechnet. Eine Darstellung der Green'schen Funktionen unter Nutzung der
Wellenzahl-Integration mit der darin notwendigen Materialdampfung zeigt ein glei-
ches, aber verwischtes Verhalten der Funktion am Punkt der dominanten Standort-
frequenz. Durch die vorhandene Materialdampfung wird die klare Abgrenzung von
Bereichen unterschiedlicher Amplituden schwieriger.
Zur Verringerung der mitunter starken Impedanzunterschiede in der Modellierung
zwischen Schicht und Halbraum wurde das in Abb.(4-2a) untersuchte Prol mit einer
Abstufung der Wellengeschwindigkeit im Ubergangsbereich von der Schichtung zum
Halbraum versehen. Damit wird die Einfachschichtung der Abb.(4-2a) in ein mehr-
fachgeschichtetes Model gleicher Gesamttiefe uberfuhrt. Die Untersuchung der domi-
nanten Standortfrequenz erfolgt nun mit Hilfe der Transferfunktion1 dieser Schich-
ten (siehe Abb.4-3). Im Vergleich der dominanten Standortfrequenzen zwischen den
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Abbildung 4-3: Darstellung der Green'schen Funktion a) und der Transferfunktion
b) von Prol 38.
Darstellungen der Green'schen Funktionen in Abb.(4-3) und den Untersuchungen in
Abb.(4-2) ist ein ahnliches Verhalten vorhanden. In analoger Art und Weise wurde
nachfolgend das Verhalten beliebiger Mehrfachschichtungen in Abb.(4-4) untersucht.
Beispielhaft sind die Green'schen Funktionen und die Transferfunktionen der Prole
35 und 36 abgebildet. Bei allen Modellen ist eine ahnliche Tendenz im Verhalten
der Green'schen Funktionen zur dominanten Standortfrequenz zu verzeichnen. Im
Fall der Mehrfachschichtung ist naturgema die Lage der dominanten Standortfre-
quenz innerhalb der Transferfunktionen nicht so deutlich ausgepragt wie im Fall
von Einfachschichtungen, doch auch hier ist die beschriebene Tendenz vorhanden.
1Die Terme ut und ub bzw. u0 entsprechen der Verschiebung an der Oberache ut und der
Verschiebung an der Halbraumgrenze ub bzw. einer Kontrollbewegung u0 auf Halbraum. Die ent-
sprechenden Verhaltnisse berucksichtigen oder verhindern eine Abstrahlung in den Halbraum. Die
Transferfunktion einer Mehrfachschichtung damit deniert als ut / u0 bzw. ut / ub:
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Zur deutlicheren Darstellung der dominanten Standortfrequenz wurde in den Ab-
bildungen der Transferfunktion mitunter der Fall der starr gelagerten Schicht ut /
ub herangezogen. Bei dieser Berechung ist die Energieabstrahlung in den Halbraum
verhindert.
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Abbildung 4-4: Darstellung der Green'schen Funktion von a) Prol 35, c) Prol 36
und der Transferfunktion von b) Prol 35 und d) Prol 36.
Die Ursache fur das Auftreten von Bereichen verminderter Amplituden in den -
Green'schen Funktionen wird aufgrund der Untersuchung von Prol 20 in den Abb.(4-
5) und Abb.(4-6) deutlich. Darin sind die Funktionen der Einfachschichtung (Prol
20) zusammen mit der eines homogenen Halbraums (Prol 19, Prol 23) bzw. mit der
einer Einfachschichtung (Prol 22, Prol 24) sehr groer Schichtstarke abgebildet.
Die Schlussfolgerung aus der gemeinsamen Darstellung in Abb.(4-5) und Abb.(4-6)
ist, dass das Verhalten der Green'schen Funktion unterhalb des Frequenzpunktes
f =
cS
4h
denen eines homogenen Halbraums mit den Kennwerten des uberlager-
ten Halbraums des Schichtungsprols entspricht. Oberhalb dieses Frequenzpunktes
tendiert das Verhalten der Green'schen Funktion zu einem Halbraum mit den Kenn-
werten der auiegenden Schicht in dem betrachteten Einschichtsystem2 . Diese Er-
2Das Verhalten einer Einfachschichtung unter Variation der Schichtstarke und der Vergleich zum
homogenen Halbraum wird ebenfalls in der Arbeit von (Hirschauer 2001) aufgefuhrt.
4.1 Eigenschaften des Wellentransportes 131
a)
0 10 20 30 40 50 60 70 80
−0.04
−0.03
−0.02
−0.01
0
0.01
0.02
0.03
0.04
Frequenz [Hz]
Profil 19
Profil 20
Profil 23
 R
e 
u z
µH
R
P
ro
fil
 2
0
b)
0 10 20 30 40 50 60 70 80
−0.04
−0.03
−0.02
−0.01
0
0.01
0.02
0.03
0.04
Frequenz [Hz]
Im
 u
zµ
H
R
P
ro
fil
 2
0
Profil 19
Profil 23
Profil 20
Abbildung 4-5: Darstellung der a) normierten Realteile der Green'schen Funktion
der Prole 19, 20 und 23 und b) normierten Imaginarteile der Green'schen Funktion
der Prole 19, 20 und 23.
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Abbildung 4-6: Darstellung der a) normierten Realteile der Green'schen Funktion
der Prole 20, 22 und 24 und b) normierten Imaginarteile der Green'schen Funktion
der Prole 20, 22 und 24.
gebnisse der Einfachschichtungen (Prol 20) konnen auch fur beliebig geschichtete
normal dispersive Boden bestatigt werden. Die Green'schen Funktion in Abb.(4-7)
zeigt, dass das beispielhaft untersuchte, mehrfach geschichtete Modell (Prol 35)
einen abschnittsweise analogen Verlauf zur Halbraumlosung aufweist. Bei einer Fre-
quenz unterhalb der Standortfrequenz in Abb.(4-7) hat die Green'sche Funktion der
Mehrfachschichtung (Prol 35) und des simulierten Halbraums (Prol 25) einen glei-
chen Funktionsverlauf. Oberhalb der Standortfrequenz wird das Verhalten der auf-
liegenden Schicht im Prol 35 dominant. Die Transferfunktion des Prols 35 zur Be-
stimmung der dominanten Standortfrequenz ist in Abb.(4-4) abgebildet. Aus diesem
Amplitudensprung innerhalb der Green'schen Funktionen folgt, dass Amplituden fur
eine harmonische Anregung unterhalb dieser Frequenz stark vermindert sind.
In diesem Zusammenhang bekommt die Erkundung der dominanten Standortfre-
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Abbildung 4-7: Darstellung der a) normierten Realteile der Green'schen Funktion
der Prole 25 und 35 und b) normierten Imaginarteile der Green'schen Funktion der
Prole 25 und 35.
quenz mittels des H/V-Verfahrens3 auch fur ubliche praktische Belange einen groe-
ren Stellenwert. Nach Aussage vielfaltiger Literatur wurde dieses Verfahren vorrangig
im Rahmen des Erdbebeningenieurwesens eingesetzt. Ist es moglich, die Standort-
frequenz4 eines Bodens experimentell zu ermitteln, konnte eine Grenze fur die Ver-
ringerung der Erschutterungsausbreitung angegeben werden.
4.1.1.3 Energietransport in den Schichten
Zum besseren Verstandnis des Dispersionsverhaltens in anstehenden Boden werden
nachfolgend der horizontale Energietransport und das Bewegungsverhalten in den
Schichten aufgrund einer Anregung eines theoretischen Prols naher untersucht. Die-
se Erkenntnisse liefern zusatzlich eine Begrundung fur das oben beschriebene Ver-
halten der Green'schen Funktionen.
Die in den Green'schen Funktionen deutlich unterschiedlichen Frequenzbereiche in
den Amplitudendarstellungen liegen darin begrundet, dass unterhalb der Standort-
frequenz die Energie des Oberachenwellenfeldes vorrangig innerhalb des uberlager-
ten Halbraums gefuhrt wird. In der Regel ist dafur der Grundmode verantwortlich.
Mit dem allgemein groeren Schubmodul des uberlagerten homogenen Halbraums er-
geben sich entsprechend kleinere Verformungskennwerte in diesem Frequenzbereich.
Nachfolgend wird fur eine eingehendere Untersuchung das Bodenprol 9 (Einfach-
3Das H/V-Verfahren ist auch als Nakamura Verfahren bekannt. Die Arbeit von (Nakamura
1989) loste in dem letzten Jahrzehnt einen regelrechten Boom zu Untersuchungen mittels dieser
empirischen Analyse aus. Eine entgultige theoretische Klarung dieses Verfahrens steht noch aus
(Bard & Lachet 1994).
4Die Standortfrequenz einer Bodenschicht ist an der Stelle des Maximalwertes der Ubertragungs-
funktion von dem Schichtpaket deniert. Fur eine Einfachschichtung berechnet sich die Stelle zu:
f = cs4h .
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schichtung) und das Prol 35 (Mehrfachschichtung) genutzt. Durch die Analyse die-
ser Prole lassen sich prinzipielle Aussagen fur eine normal dispersive Schichtung
treen.
Fur die Berechnung des Energietransportes wird in der Regel die uber die ver-
tikale Ebene denierte Energiestromdichte in einem Kontinuum nach Gleichung
S =   i!
2
1R
0
Re

i1

ui

dz benutzt (Malischewsky 1973). In den folgenden Untersu-
chungen wird ein anderer, numerisch stabilerer Weg nach (Malischewsky 1973) und
(Alsop 1966) uber die Gleichung S = 2  T  U gewahlt. Der Term U ist dabei die
Gruppengeschwindigkeit und T entspricht der schon in Gl.(2.107) denierten kine-
tischen Energie T = !
2
4
1R
0
uiu

idz. Mit der Nutzung des Energieintegrals kann T
geschrieben werden als T = !
2
2
I1 bzw. der Energietransport S als S = !
2UI1. Der
Berechnungsaufwand reduziert sich damit auf die Bestimmung der kinetischen Ener-
gie und der Gruppengeschwindigkeit. In der Untersuchung des Energieusses von
einzelnen Moden innerhalb der Bodenschichtung hatte die Gruppengeschwindigkeit
kaum einen Einuss auf die Darstellungen. Naherungsweise wurde deshalb in den
Berechnungen zum Energieuss die Gleichung S = !2I1 benutzt. Die Normierung
erfolgte entsprechend den Gleichungen (4.1), worin Si;j die einzelnen Energieraten
innerhalb der Schichtung j und des Modes i bzw. Si;ges die Energierate der gesamten
vertikalen Bodensaule darstellt.
norm Si;j =
Si;j
Si;ges
mit j = 1, 2,..., N+1
Si;j =
!2
2
dj+1Z
d
(u2+w2)dz; Si;ges =
!2
2
1Z
0
(u2+w2)dz (4.1)
In Abb.(4-8) sind die normierten Energieraten der ersten drei Moden fur das Prol 9
in Bodenschicht und Halbraum aufgefuhrt. Es ist klar ersichtlich, dass in Abb.(4-8)
ab einer bestimmen Frequenz die Energie der betrachteten Mode vom Halbraum in
die erste Schicht ubergeht und in hoheren Frequenzbereichen dort verbleibt. Ausge-
hend von dieser Erkenntnis wird in einem nachsten Schritt die Energierate zwischen
den unterschiedlichen Moden in der ersten Schicht und im Halbraum betrachtet.Die
einzelnen Energieraten Si;j der Moden i in der Schicht j wurden in Abb.(4-9) mit
der Summe der auftretenden Raten in der Schicht normiert, wobei M die Anzahl der
Moden ist.
norm Sj =
Si;j
MP
i=1
Si;j
mit i = 1,2,...,M (4.2)
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In dem betrachteten Beispiel wird deutlich, dass der Fundamentalmode innerhalb
der Schicht 1 uber weite Frequenzbereiche der dominante Mode bezuglich des Ener-
gietransportes ist.
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Abbildung 4-8: Normierte Energierate der Moden 1, 2 und 3 in den unterschiedlichen
Schichtungsbereichen, Prol 9.
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Abbildung 4-9: Normierte Energierate der unterschiedlichen Moden innerhalb a) der
ersten Schicht und b) im Halbraum des Prols 9.
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Verfalschend wirkt in (Abb.4-9a) der Frequenzbereich bis 20 Hz. Die Energierate
in diesem Frequenzbereich ist in der Schicht um ein Vielfaches kleiner im Vergleich
mit der Rate im Halbraum, so dass nur durch die alleinige Anwesenheit des Grund-
modes in diesem Frequenzbereich der Wert Eins in der Normierung entsteht. Der
weitaus grote Teil der Energie in diesem Frequenzbereich wird nach Abb.(4-8) im
Halbraum transportiert.
Diese Aussagen sind identisch mit der Dispersionsabbildung eines synthetisch be-
rechneten Wellenfeldes von Prol 9, Abb.(4-10). Fur die Abbildung des Dispersions-
verhaltens in dem Wellenfeld wurde die Wellenfeld-Transformation nach Kapitel 3.1
benutzt. Eine bessere Vergleichsmoglichkeit zwischen vorhandenen Moden und an-
geregten Bereichen konnte durch die Uberlagerung von Abb.(4-10) mit den Moden
des freien Systems erreicht werden. Zusatzlich wurden zur Erhohung der Abbildungs-
kontraste der erste und zweite Mode farblich und stilistisch von den ubrigen Moden
abgesetzt.
Abbildung 4-10: Dispersionsverhalten des synthetischen Wellenfeldes von Prol 9.
Wie schon in Kapitel 3.1 beschrieben, sind die angeregten Modenabschnitte in ei-
nem Wellenfeld in den Darstellungen der Dispersionsanalyse durch die maximalen
Amplituden beschrieben. Somit entspricht die Abstufung der Grauskalierung in der
Abb.(4-10) den angeregten Modenabschnitten. Danach ist bis auf einen Frequenz-
bereich bei 20 Hz der Grundmode der Hauptenergietrager. Im Frequenzbereich von
20 Hz wird abschnittsweise der zweite Mode dominant angeregt. Die auftretende
Dispersion aus Abb.(4-10) ist auch in einer Momentaufnahme des Wellenfeldes uber
die Entfernung und Tiefe (Abb.4-11) deutlich erkennbar. Durch eine Grau-Skalierung
von auftretenden Amplituden uber die Tiefe wird deren Anderung in dem normierten
Verschiebungsfeld dargestellt. Zum entsprechenden Zeitpunkt laufen die schnelleren
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Abbildung 4-11: Normierte Verschiebung uz und ur uber die Tiefe, Prol 9.
tierequenten Anteile des Wellenfeldes vor Amplituden hoherer Frequenz und ge-
ringerer Geschwindigkeit. Deutlich wird diese Zuordnung in der Erfassung groerer
Tiefenbereiche durch die tierequenten Wellenfeldanteile in Abb.(4-11). Zum Ab-
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Abbildung 4-12: Ausrichtung der Partikelbewegung an der Oberache, Prol 9.
schluss und zur Vervollstandigung der Betrachtungen einer Einfachschichtung (Prol
9) werden die Partikelbewegungen an der Oberache untersucht. Dementsprechend
existiert in (Abb.2-12) hauptsachlich eine, analog dem homogenen Halbraum (siehe
Abb.2-17b), retrograde Partikelbewegung. In dem berechneten synthetischen Ober-
achenwellenfeld sind aber auch im beginnenden Wellenzug prograde Bewegungsan-
teile vorhanden.
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Abbildung 4-13: Dispersionsverhalten des synthetischen Wellenfeldes von Prol 35.
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Abbildung 4-14: Normierte Energierate der Moden 1, 2 und 3 in den unterschiedlichen
Schichtungsbereichen von Prol 35.
Durch die Erweiterung der vorherigen Energiebetrachtungen auf eine Mehrfach-
schichtung (Prol 35) werden analoge Untersuchungen zum Energieuss durchgefuhrt.
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Dabei ist ein ahnlich dominantes Verhalten in der Anregung des Grundmodes in
Abb.(4-13) festzustellen. Diese Eigenschaft bleibt charakteristisch fur Boden mit zu-
nehmender Steigkeit uber die Tiefe. Analog Abb.(4-10) wurden auch in Abb.(4-13)
die ersten beiden Moden stilistisch von den ubrigen Moden abgesetzt. Die normier-
ten Energieraten der Moden innerhalb der Schichten zeigen ebenfalls ein ahnliches
Verhalten wie die Einfachschichtung (Abb.4-14). Die Energie des ersten Modes geht
mit zunehmender Frequenz vom Halbraum in die erste Schicht uber. Der Grund-
mode besitzt unter den Moden verhaltnismaig den weitaus groten Energieanteil
(Abb.4-15).
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Abbildung 4-15: Normierte Energieraten der unterschiedlichen Moden innerhalb der
ersten Schicht, der zweiten Schicht, der dritten Schicht und des Halbraums von Prol
35.
4.1.1.4 Starre Randbegrenzung
Mit der Vergroerung der Impedanz zwischen Schicht und Halbraum liegt es na-
he, den theoretischen Fall einer starren Lagerung und deren Auswirkungen auf die
Ausbreitung von Oberachenwellen zu betrachten. Das heit, der Einuss des von
Schichten uberlagerten Halbraumes wird vollstandig vernachlassigt.
Fur die Berechnung des Wellenfeldes eines geschichteten Mediums auf starrem Un-
tergrund werden die Gleichungen des Kapitels 2 in Bezug auf die Abstrahlungsbedin-
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gungen dahingehend geandert, dass eine Abstrahlung von Energie in den Halbraum
nicht weiter zugelassen wird. Diese Forderung ist erfullt, wenn die Verschiebungen
an der Grenze zum Halbraum zu Null gesetzt werden (Abb.4-16). Unter Nutzung
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Abbildung 4-16: Darstellung der Abstrahlungsbedingungen fur einen starren Halb-
raum.
von Gl.(2.36) ergibt sich damit an der Schichtgrenze N (Abb.2-3) folgende Verschie-
bungsbedingung:
0 = ~UHnN
 
z = zN

= EN11
N
d
 
z = zN

CNd + E
N
12
N
d
 
z = zN

CNu (4.3)
Durch Umstellen der obigen Gleichung kann der allgemeine Reexionskoezient
~RNd = R
N
d unter Berucksichtigung der gegebenen Randbedingungen an der unteren
Schichtgrenze bestimmt werden:
CNu =
  EN12 1EN11Nd| {z }
R^N
d
CNd = R
N
d C
N
d : (4.4)
Mit den eingefuhrten Randbedingungen entspricht das neue System physikalisch ei-
nem idealen Wellenleiter5. Das wesentliche Kennzeichen eines solchen Systems ist
neben der Cuto-Frequenz von hoheren Moden die vorhandene Cuto-Frequenz der
Grundmode. Unterhalb dieser Grenzfrequenz gibt es keine reellen Phasengeschwin-
digkeiten fur die Normalmodenausbreitung. Die Grundmode strebt in Abb.(4-17)
asymptotisch gegen eine Grenzfrequenz, die mit der dominanten Standortfrequenz
identisch ist. In (Schmidt et al. 2001) wurde dieses Verhalten neben weiteren Metho-
den zur Identizierung der ersten Standortfrequenz von theoretischen Schichtungen
benutzt (siehe Abb.4-18). Durch die vorhandenen Randbedingung der Verschiebung
5Unter einem Wellenleiter wird eine Schicht verstanden, in der Wellen konzentriert gefuhrt wer-
den konnen. Die gesamte Energie verbleibt innerhalb der Schicht.
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Abbildung 4-17: Dispersionsverhalten des starr gelagerten Prols 10 (a) im Vergleich
zu dem Dispersionsverhalten des Prol 10 Berucksichtigung des Halbraums (b).
0 5 10 15 20 25 30 35 40
0
0.5
1
1.5
Frequenz [Hz]
Transfer Funktion
Grundmode        
Abbildung 4-18: Gegenuberstellung von Dispersionskurve und Transfer-Funktion des
Prols 10.
in Gl.(4.3) folgt die Cuto-Frequenz des Grundmodes. Eine Normalmodenausbrei-
tung bedingt reelle Phasengeschwindigkeiten und ist dadurch nur oberhalb dieser Fre-
quenz moglich. Bestimmt man unter Beachtung der Randbedingungen aus Gl.(4.3)
und Gl.(4.4) die Green'schen Funktionen bzw. das resultierende Wellenfeld, fehlen
in den Berechnungen die tierequenten Anteile unterhalb der Standortfrequenz. Die
Existenz von komplexen Nullstellen in den Bereichen fehlender reeller Nullstellen
(Phasengeschwindigkeiten) unterhalb der Cuto-Frequenz wurde in dieser Arbeit
nicht gepruft. Das Vorkommen von komplexen Nullstellen, so genannter verlustbe-
hafteter Moden, wurde auf vorhandene exponentiell gedampfter Wellen in der hori-
zontalen Ausbreitungsrichtung schlieen lassen (Malischewsky 1973).
Abschlieend kann zu den Analysen von Wellenfeldern in normal dispersiven Boden
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Abbildung 4-19: Green'sche Funktion des starr gelagerten Schichtungsmodells (a)
und des auf elastischem Halbraum gelagerten Modells (b).
folgendes Dispersionverhalten festgestellt werden. Das Wellenfeld wird vorrangig
durch die Grundmode als Hauptenergietrager dominiert. Hohere Moden werden eben-
falls mit angeregt, sind aber von untergeordneter Bedeutung. Die Berucksichtigung
auftretender hoherer Moden in einer Inversion sorgt aber fur zusatzliche Informatio-
nen, so dass das weiterer Modelle aus der Menge der Modelle die den experimentellen
Grundmode beschreiben ausgeschlossen werden konnen.
4.1.2 Anormal dispersive Prole (unregelmaig geschichtete
Boden)
Anormal oder invers dispersive Prole zeichnen sich durch eine abnehmende Stei-
gkeit mit zunehmender Tiefe z oder durch die Einlagerung von Schichten kleiner
Wellengeschwindigkeit in Schichten groer Wellengeschwindigkeit aus. Der zweite
Fall wird in der Literatur oft unter der Bezeichnung Wellenleiter gefuhrt. Die dazu
theoretisch untersuchten Modelle sind im Anhang A5 mit ihren entsprechenden Para-
metern angegeben. In den nachfolgenden Untersuchungen werden die Besonderheiten
derartiger Schichtungen, die mitunter recht haug in naturlichen Boden anzutreen
sind, naher analysiert. Die untersuchten Modelle wurden durch eine Punktlast an
der Oberache belastet. Als Quellspektrum diente wiederum ein Ricker-Impuls.
4.1.2.1 Geometrische Dampfung
Analog zu den Untersuchungen der geometrischen Dampfung von normal geschichte-
ten Boden werden in einem ersten Schritt die Abnahmefunktionen der Verschiebun-
gen an der freien Oberache bei der Anregung des Wellenfeldes an der Oberache
betrachtet.
Die in Abb.(4-20) dargestellten Bereiche entsprechen den in Anhang A.5 zusammen-
gestellten Bodenprolen aus den Bereichen 1 bis 5 fur anormal dispersive Boden.
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Die Zusammenfassung der Bereiche erfolgte nach Wahl der auftretenden Wellenge-
schwindigkeiten in den uberwiegend zweifach geschichteten Modellen. Der Bereich
1 entspricht dabei einem Modell mit den Schichtmachtigkeiten h = 5=5[m] bzw.
h = 10=10[m] fur die obere und mittleren Schicht und der Variation der Wellenge-
schwindigkeiten in der oberen Schicht von cS = 200:::400[m=s] und in dem Halbraum
von cS = 400:::1000[m=s]. Die Wellengeschwindigkeit der mittlere Schicht wurde bei
dem Wert cS = 100[m=s] belassen.
Im Bereich 2 wurden unterschiedliche Schichtmachtigkeiten von h = 5:::20[m] mit
den Wellengeschwindigkeiten cS = 200=100=400[m=s] fur die erste/zweite Schicht
und den Halbraum kombiniert. Analog Bereich 2 erfolgte in Bereich 3 eine Varia-
tion der Schichtmachtigkeiten von h = 5:::20[m] mit der Kombination der Wellen-
geschwindigkeiten cS= 400=100=400[m=s] fur die erste/zweite Schicht und den Halb-
raum. Der Bereich 4 umfasst eine Variation der Wellengeschwindigkeit und Schicht-
machtigkeiten von Prolen in Erganzung zu den vorherigen Bereichen sowie mehrfach
geschichtete Prole. Im Gegensatz zu den vorherigen Bereichen umfasst der Bereich
5 ausschlielich Prole mit einer auiegenden Schicht deren Steigkeit groer als der
uberlagerte Halbraum ist. Die Verwendung dieser Prole erfolgte nur fur die Unter-
suchung der geometrischen Dampfung.
Bei der Gegenuberstellung der Abnahmefunktionen aus Abb.(4-20) mit den Abnah-
mefunktionen der normal geschichteten Boden in Abb.(4-1) ist in den geringeren
Entfernungsbereichen eine deutlich niedrigere Amplitudenabnahme vorhanden. Die-
se kann in Abhangigkeit vom Modell in eine starkere Amplitudenabnahme in den
groeren Entfernungsbereichen umschlagen.
4.1.2.2 Verhalten der Green'schen Funktion
In der Analyse der Green'schen Funktionen von normal geschichteten Boden wur-
de unterhalb der dominanten Standortfrequenz eine Verminderung der Amplituden
festgestellt. Diese Eigenschaft konnte bei den untersuchten Modellen der anormal ge-
schichteten Boden nicht oder nur schwach nachgewiesen werden. Ersichtlich ist, dass
die Amplituden unterhalb der dominanten Standortfrequenz nochmals etwas sinken.
Der ausgepragte Sprung in den Amplituden, wie in Abb.(4-2) und Abb.(4-3) fur die
normal geschichteten Boden, ist nicht vorhanden. In Abb.(4-21) und Abb.(4-22) wer-
den die Green'schen Funktionen der Prole 41, 54 und 64 beispielhaft dargestellt.
4.1.2.3 Energietransport in den Schichten
Anormal geschichtete Boden und normal geschichteten Boden weisen wesentliche
Unterschiede im Dispersionsverhalten und dem horizontalen Energietransport auf.
Infolge dessen ist es erforderlich anormal geschichtete Boden hinsichtlich der Disper-
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sion eingehender zu untersuchen.
Betrachtet man die in Abb.(4-23) angeregten Dispersionsaste, ist ein fast vollstandi-
ger Ubergang der Energie auf hohere Moden in den beispielhaften Darstellungen
zu verzeichnen. Das typische Verhalten der normal geschichteten Boden mit dem
vorrangig angeregten Grundmode ist nicht mehr vorhanden. Auf die entstehenden
Schwierigkeiten in den experimentellen Analysen durch den sprunghaften Ubergang
von Energie auf nachsthohere Moden an den Stellen von Oskulationspunkten wurde
schon in Kap.3.3 eingegangen. Sehr ausgepragt sind derartige Ubergange in Abb.(4-
23a) vorhanden.
Nachfolgend wird fur eine eingehendere Untersuchung das Bodenprol 63 genutzt.
Hieran lassen sich prinzipielle Aussagen fur eine anormal dispersive Schichtung tref-
fen.
Die Energierate eines Modes bzw. einer Bodenschicht wird analog den Betrachtungen
fur normal geschichtete Boden nach Gl.(4.1) und Gl.(4.2) bestimmt. In Abb.(4-24)
sind die normierten Energieraten der ersten drei Moden fur das Prol 63 in Boden-
schichten und Halbraum dargestellt. Die Energieraten der Moden in einer Schicht
sind in Abb.(4-25) abgebildet.
Zum Vergleich mit den Abbildungen des horizontalen Energietransportes wird die
Gruppengeschwindigkeit U bestimmt. Entsprechend der Beziehungen von Grup-
pengeschwindigkeit und Energie nach (Malischewsky 1973, Alsop 1966) bzw. nach
Gl.(2.108) sind Analogien zwischen den Maxima der Gruppengeschwindigkeiten und
den angeregten Dispersionsasten zu erwarten. Nach Abb.(4-26) wird diese Aussage
bestatigt. Die auftretenden lokalen Maxima in den Gruppengeschwindigkeiten sind
mit den angeregten Bereichen der Dispersionsaste in Abb.(4-23b) ubereinstimmend.
Die Gruppengeschwindigkeit kann somit als ein Indikator fur den Energietransport
in einer Schichtung bzw. in deren Dispersionsverlauf angesehen werden.
Zur Untersuchung des Verformungsverlaufes wird die Momentaufnahme eines Ver-
schiebungswellenfeldes ur und uz in der Ebene betrachtet (Abb.4-27). Durch die
abschirmende Wirkung der auiegenden, steifen Schicht bleiben die Verformungen
in der weicheren Schicht relativ gering, so dass das gesamte Verformungsniveau in-
nerhalb des geschichteten Halbraums keine ausgepragten Bereiche groerer Werte
aufweist.
Fur die nahere Analyse des Anregungsverlaufes und des Energietransportes werden
parallel zu Verschiebungen aus Abb.(4-27) die Eigenformen der moglichen Moden
des Systems in Abb.(4-28) und Abb.(4-29) untersucht. In diesen Abbildungen nden
sich Analogien zwischen den angeregten Bereichen der Dispersionsaste in Abb.(4-
23b) und der Lage der seismischen Quelle.
144 Theoretische Fallstudien / Anwendung auf Felddaten
Die deutlich angeregten Bereiche der Dispersionskurven in Abb.(4-23b) laufen kon-
form zu den relativ groen Verschiebungsamplituden der Eigenformen in Hohe der
seismischen Quelle bei z = 0. Besonders deutlich wird das in den hoheren Frequenz-
bereichen, siehe Abb.(4-28p) bis Abb.(4-28z), in denen die relevanten Verschiebungen
des Grundmodes fast ausschlielich in die weiche Schicht hineinlaufen.
Werden die benannten Eigenformen in Hohe der seismischen Quelle kleiner, so tragt
der nachsthohere Mode, der im Vergleich zum vorhergehenden Mode groere Ver-
schiebungswerte an der Oberache besitzt, die Energie weiter. In dieser Beziehung
wird die Bedeutung der Eigenwerte und -formen bzw. deren Analyse fur das Inter-
pretieren von Oberachenwellen ersichtlich. Wesentlich deutlicher als in Abb.(4-12)
ergibt sich in der Betrachtung der Partikelbewegung an diesem Standort eine retro-
grade Bewegung des gesamten Wellenzuges an der Oberache, siehe Abb.(4-30) .
Ausgehend von den genannten Ergebnissen konnen auch fur weitere Anregungsfalle,
wie die Anregung innerhalb der weichen Schichtung, wesentliche Schlussfolgerungen
gezogen werden. Durch die deutlich groeren Verschiebungen der Eigenformen inner-
halb der weichen Schichtung wird eine Anregung im entsprechenden Frequenzbereich
zu ausgepragteren Verformungen in der zwischengelagerten weicheren Schicht fuhren.
Die Art der Wellen sind in der Flozseismik als gefuhrte Wellen bekannt (Abb.4-31),
und wegen ihrer guten Energiefuhrung in der Schicht an Stellen der Airyfrequenz
geschatzt und benutzt (Bender 1985). Die fur diesen Fall der hohen Anregungsfre-
quenzen verwendeten Modelle zweier Halbraume, getrennt durch das Nebengestein,
werden in dieser Arbeit nicht weiterfuhrend untersucht.
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Abbildung 4-20: Einhullende der Abnahmefunktionen fur die anormal dispersiven
Schichtungen: a) Bereich 1, b) Bereich 2, c) Bereich 3, d) Bereich 4, e) Bereich 5 und
f) Zusammenstellung aller Bereiche.
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Abbildung 4-21: Darstellung der Green'schen Funktion von a) Prol 41, c) Prols 54
und Darstellung der Transferfunktion von b) Prols 41 und d) Prol 54.
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Abbildung 4-22: Darstellung der Green'schen Funktion (a) und der Transferfunktion
(b) von Prol 64.
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a) b)
c)
Abbildung 4-23: Dispersionsverhalten des synthetischen Wellenfeldes von a) Prol
43, b) Prol 63 und c) Prol 65.
148 Theoretische Fallstudien / Anwendung auf Felddaten
0 20 40 60 80 100 120 140
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
Frequenz [Hz]
Mode1
Schicht1
Schicht2
Halbraum
no
rm
ie
rte
 E
ne
rg
ie
ra
te
20 40 60 80 100 120 140
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
Frequenz [Hz]
no
rm
ie
rte
 E
ne
rg
ie
ra
te
Mode2
Schicht1
Schicht2
Halbraum
60 70 80 90 100 110 120 130
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
Frequenz [Hz]
no
rm
ie
rte
 E
ne
rg
ie
ra
te Mode3
Schicht1
Schicht2
Halbraum
Abbildung 4-24: Normierte Energierate der Moden 1, 2 und 3 in den unterschiedlichen
Schichtungsbereichen des Prols 63.
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Abbildung 4-25: Normierte Energierate der unterschiedlichen Moden innerhalb a)
der ersten Schicht, b) der zweiten Schicht und c) im Halbraum des Prols 63.
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Abbildung 4-26: Dispersions- und Gruppengeschwindigkeiten des Prols 63.
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Abbildung 4-27: Verhalten der normierten Verschiebung uz und ur uber die Tiefe,
Prol 63.
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Abbildung 4-28: Normierte Eigenformen des Grundmodes von Prol 63 mit diskreten
Frequenzen von 5 (a) bis 110 Hz (z) mit 5Hz Schrittweite.
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Abbildung 4-29: Normierte Eigenformen des 2. Modes von Prol 63 mit diskreten
Frequenzen von 5 (a) bis 110 Hz (z) mit 5Hz Schrittweite.
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Abbildung 4-30: Ausrichtung der Partikelbewegung an der Oberache von Prol 63.
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Abbildung 4-31: Normierte Verschiebung uz und ur uber die Tiefe bei Anregung in
der weichen Schicht von Prol 55.
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4.2 Standortuntersuchungen
4.2.1 Messung Halde Freiberg
4.2.1.1 Das Untersuchungsgebiet
Das Untersuchungsgebiet, eine Schwemmkippe aufbereiteter Grubenruckstande, be-
ndet sich nordlich von Freiberg in Sachsen. Die ca. 30 bis 40 Jahre alte Kippe
diente als Testfeld fur Untersuchungen der Bundesanstalt fur Materialprufung Ber-
lin (BAM), in deren Auftrag auch die nachfolgenden Analysen durchgefuhrt worden
sind. Als Messstandorte waren drei unterschiedliche Punkte vorgegeben. Zwei Mes-
sungen sollten versuchsweise im Dammbereich durchgefuhrt werden. Als Referenz-
standort wurde die ebene Kippenmitte gewahlt.
Der Referenzstandort war notwendig, um die zu erwartenden Storungen aus Ree-
xionen am geneigten Dammkorper abschatzen zu konnen und um ein geometrisch
ungestortes Vergleichsprol zu erhalten. Fur die Erkundung dienten Oberachen-
wellen, da diese nicht an eine bestimmte Schichtung gebunden sind und damit die
besten Voraussetzungen fur diese Art der Erkundung besitzen.
Von Seiten der BAM wurden Bohrungen an verschiedenen Punkten der Kippe vor-
genommen, so dass Hinweise zur Klassizierung des Materials vorhanden waren.
Demzufolge ist die Kippe mit einer Sandschicht abgedeckt, die eine durchschnitt-
liche Dicke von 2 m aufweist. Das darunter bendliche, eingeschwemmte Material
besitzt unterschiedliche Schichtabstufungen, die aufgrund der Zusammendruckung
innerhalb der Bohrsonde nur schlecht zu bestimmen waren. Das Material unter der
Deckschicht hatte mitunter eine weiche, knetbare Konsistenz. Ausgehend von die-
sen Kenntnissen wird erwartet, dass die Deckschicht eine groere Steigkeit als die
uberlagerten, eingeschwemmten Bereiche besitzen.
4.2.1.2 Experiment und Interpretation
Dispersionsverhalten Fur die Ermittlung des Dispersionsverhaltens wurden zum
einen das Phasendifferenzen-Verfahren (SASW) und zum anderen die Wellenfeld-
-Analyse verwendet. Die beiden Methoden wurden gewahlt, da die mogliche Ausla-
genlange ortlich begrenzt war und die Eektivitat der Methoden an dem Standort
nicht abgeschatzt werden konnten. Als seismische Quelle kamen zwei Vorschlagham-
mer mit unterschiedlichen Massen (5 und 10 kg) sowie ein Fallgewicht von 10 kg zum
Einsatz. Die Auslagen fur die Wellenfeldanalyse wurden auf einen 2 m aquidistanten
Abstand gesetzt. Fur die Auswertung der Phasendifferenzen (SASW) erfolgte die
Auslage mit einem von der Quelle zunehmendem, sich verdoppelnden, Aufnehme-
rabstand, wobei ein Abstand von 0.5 m bis 32 m gewahlt wurde. Die Anzahl der
zur Verfugung stehenden Geophone (Geschwindigkeitsaufnehmer) der Firma Bar-
tec belauft sich auf neun Stuck. Diese Geophone besitzen eine Eigenfrequenz von
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4 Hz. Um die Auslagelange von 66 m fur die Wellenfeld-Transformation zu errei-
chen, wurden die Aufnehmer versetzt und das gesamte Wellenfeld aus den einzelnen,
gemessenen Segmenten zusammengesetzt. Die SASW-Messung konnte aufgrund des
sich verdoppelnden Abstandes in einer Auslage durchgefuhrt werden. Fur jeden Anre-
gungspunkt und jede Auslageanordnung erfolgten je 10 Einzelschusse. In der spateren
Signalbearbeitung wurde das Signal-Rausch Verhaltnis durch eine vertikale Stape-
lung dieser Einzelschusse wesentlich verbessert. Diese gestapelten Signale waren die
Grundlage der folgenden Dispersionsanalysen und damit auch der Inversionsrech-
nung (siehe Abb.(4-32a) und Abb.(4-32b)). Bei der Auswertung der in Abb.(4-33a)
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Abbildung 4-32: Spurnormiertes Wellenfeld fur a) Phasen-Dierenzen-Auswertung
und b) Wellenfeld- Transformation.
bis Abb.(4-33d) dargestellten Dispersionsspektren des Referenzpunktes konnte im
Vergleich mit den Ergebnissen der Bohrproben ein konformes Verhalten festgestellt
werden. Wie erwartet, ndet ab einer bestimmten Frequenz ein nahezu vollstandiger
Energieubergang der Welle auf hohere Moden statt. Der Grundmode wird nur in ei-
nem bestimmten Frequenzbereich angeregt. Beim Vergleich der Ergebnisse der beiden
entgegengerichteten Schussrichtungen (1. und 2. Schussrichtung) fallen leichte Un-
terschiede in den angeregten hoheren Moden auf. Diese Unterschiede konnen mit den
zur Verfugung stehenden Mitteln nicht ausreichend geklart werden. Die wahrschein-
lichsten Grunde liegen entweder in lateralen Heterogenitaten oder einer Neigung des
Schichtenaufbaus bzw. in Temperaturunterschieden der oberachennahen Schichten.
Mit Temperaturunterschieden ist gemeint, dass die Messungen in entgegengesetz-
ten Schussrichtungen zu unterschiedlichen Tageszeiten erfolgten. Am fruhen Morgen
wurde die 1. Schussrichtung und am Nachmittag die 2. Schussrichtung ausgelegt.
Die Messungen selbst fanden im Dezember statt, so dass ein Auftauen der oberen
Schichten durch die Sonneneinstrahlung moglich war. Trotz der Unterschiede sind
die Daten prinzipiell fur eine Inversion und fur die Berechung eines gemeinsamen
Schichtungsprols geeignet.
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a) b)
c) d)
Abbildung 4-33: a) f-k Analyse - 1. Schussrichtung, b) f-k Analyse - 2. Schussrichtung,
c) Wellenfeld-Analyse - 1. Schussrichtung und d) Wellenfeld-Analyse - 2. Schussrich-
tung. Beispielhaft wurde diesen Graken die Legende des normierten Spektrums
uberlagert. Zur vertiefenden Erlauterung der graschen Darstellung wird auf Kapi-
tel 3.1 verwiesen.
Parallel zu den Wellenfeldauswertungen sind in Abb.(4-34a) bis Abb.(4-34d) bei-
spielhafte Phasen- und Koharenzspektren der Messung dargestellt. Die aus den Pha-
senspektren entstehenden Dispersionskurven sowie die daraus resultierenden Inversi-
onsergebnisse sind in Abb.(4-35a) und Abb.(4-35b) dargestellt. In den abgebildeten
Phasengangen und Koharenzspektren ist die Storung durch hohere Moden und die
vorhandene Bodenunruhe deutlich erkennbar. Die Abbildungen stellen ausgewahlte
Beispiele aus der Menge der vorhandenen Aufnehmerkombinationen dar. Aus den
brauchbaren Spektren wurden die entsprechenden Teilabschnitte weiter verwendet.
Entsprechend der Koharenz und dem Auftreten einer hinreichend glatten Phase wur-
den die jeweiligen Abschnitte subjektiv ausgewahlt. In der Regel wurden nur die
Abschnitte genutzt, die eine Koharenz zwischen 0.9 und 1.0 aufweisen. So besitzt
die Koharenz in den betrachteten Aufnehmerkombinationen von Abb.(4-34a) und
Abb.(4-34b) einen Wert von groer 0.9 zwischen 10 und 80 Hz. Die Lage dieses
Bereichs korreliert gut mit den entsprechend glatten Bereichen der Phasengange.
In Abb.(4-34c) und Abb.(4-34d) ist die Kennzeichnung des nutzbaren Abschnittes
durch kleine Kreise zwischen den Stellen von 12 und 45 Hz bzw. 8 und 97 Hz darge-
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Abbildung 4-34: a) und b) Phasengang, Koharenz von ausgewahlten Kombinationen
der Messung Halde Freiberg (Referenzpunkt), c) Wahl des Frequenzausschnittes aus
dem Phasengang, e) Glattung des Phasengangs.
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stellt.
Da der Phasengang mitunter auch innerhalb der gewahlten Frequenzbereiche keinen
ausreichend glatten Verlauf besitzt, wird der gewahlte Teil des Phasenspektrums mit
einer Polynomfunktion genahert (siehe Abb.4-34e). Der so bestimmte Phasengang
ist in seinem Verlauf glatter und liefert in der weiteren Inversion eine besser anzu-
gleichende Dispersionsfunktion.
Ein weiteres auftretendes Problem in der Verwendung der Phasen-Differenzen-Me-
thode sind die vorhandenen 2-Phasenwechsel vor dem gewahlten Frequenzbereich.
Die richtige Anzahl ist fur die korrekte Berechung der entfalteten Phasenwinkel in
Gl.(3.5) und damit fur die zu bestimmende Dispersion notwendig.
Nutzt man ausschlielich das Phasen-Differenzen-Verfahren fur die Erkundung, wurde
bei den ermittelten Dispersionskurven in Abb.(4-35a) eine Unsicherheit in der Zuord-
nung zwischen einem Mode oder einer scheinbaren Dispersionskurve, gemittelt aus
mehreren Moden, bestehen (siehe auch Abb.3-9). Es kann in dem Fall nur die Annah-
me getroen werden, dass die Kurve aus mehreren Moden gemittelt ist, da die Zuord-
nung zum Grundmode ein komplett anderes Bodenprol liefert (siehe Abb.4-35b).
Fur die Inversion der Kurven nach Abb.(4-35b) sollte eine numerische Naherung an
eine gewichtete, scheinbare Dispersionskurve genutzt werden. Die Gewichtung wird
durch die Anregungsfaktoren der berechneten Moden des Modells vorgenommen.
Aufgrund der Schwierigkeiten bei der Auswahl des Phasengangs, der Glattung und
Interpretation ist eine automatisierte Dispersionsberechnung mit den hier genutz-
ten Mitteln der Phasenberechnung ausgeschlossen. Eine automatische Entfaltung
der mitunter stark oszillierenden und gestorten niederfrequenten Bereiche sowie der
Anstiegswechsel (Abb.4-34a und Abb.4-34b) innerhalb des Phasengangs wurden un-
weigerlich zu einem falschen Ergebnis im Dispersionsverhalten fuhren. Die manu-
elle Wahl der zu entfaltenden Phasengange und -bereiche ist daher unumganglich.
Innerhalb der f=p  bzw. f=c Spektren (nach Abb.(4-33b) und Abb.(4-33d)) sind
mehrere Moden erkennbar. Die Anwesenheit dieser Moden muss auch im Phasen-
gang der SASW-Messung vorhanden sein. Dadurch wird zum einen die Koharenz
des Phasengangs schlechter, zum anderen wird der resultierende Mode aus diesen
Phasengangen einen gemittelten Wert der angeregten Dispersionskurven abbilden.
In Abb.(3-9c) und Abb.(3-9d) ist dieses Verhalten an einem synthetisch berechneten
Zeitverlauf zu beobachten. Das heit, der aus den gezeigten Phasengangen (Abb.3-
34) berechnete Mode wird ein genahertes Verhalten in seinen Geschwindigkeitswer-
ten wie die gemittelten Maximalamplituden der angeregten Moden innerhalb der
f=c Spektren (Abb.4-33) besitzen.
Das kann zur Annahme fuhren, dass das Phasen-Differenzen-Verfahren auch bei
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Abbildung 4-35: a) Dispersionskurve fur die Referenzpunktmessung - 1. Schuss-
richtung und 2. Schussrichtung, b) Inversionsergebnis mit Dispersionskurven bei Zu-
ordnung dieser zum Grundmode.
Anwesenheit hoherer Moden zu einer Dispersionskurve fuhrt, die im Mittel der
Wellenfeld-Transformation entspricht. Ein Fehler in dieser Annahme ist der storende
Einuss hoherer Moden in der Phasen- bzw. Koharenzdarstellung, der dazu fuhren
kann, dass dieser Teil schlechter Koharenz nicht mit in die Phasenentfaltung einiet
und damit auch in der weiteren Umrechnung zur Phasengeschwindigkeit fehlt. Die-
ses kann vor allem auftreten, wenn mehrere Moden zusammen in einem Frequenzbe-
reich vorhanden sind. Existieren die Moden in unterschiedlichen Frequenzbereichen,
werden sie als ein gemittelter Kurvenverlauf der Dispersionskurve abgebildet, siehe
Abb.(4-37b). Ein weiter Nachteil in der Verwendung von gemittelten Dispersionskur-
ven ist die Reduktion bzw. Komprimierung der vorhandenen Informationen in einem
Wellenfeld (siehe auch Kapitel 4.1.1).
Zusammengefasst kann gesagt werden, dass bei der Darstellung von Dispersions-
kurven hauptsachlich zwei Fehlerquellen Einuss auf die Ergebnisse haben konnen:
erstens die Mittelung der auftretenden Moden und zweitens die Bestimmung der Pha-
sengeschwindigkeit aus dem Phasenverlauf. Nach eigenen Erfahrungen uberwiegt der
zweite Fehler. Die Unsicherheiten, die daraus resultieren, waren in der Vergangen-
heit der Grund dafur, dass alternative Methoden zur ublichen Phasen-Dierenzen-
Methode in die Analyse der Dispersionseigenschaften einbezogen worden sind.
Bodenprol Ausgehend von den Erkenntnissen in Kapitel 4.1 kann aus dem Ver-
lauf des Dispersionsverhaltens in Abb.(4-33c) und Abb.(4-33d) auf folgende prinzipi-
elle Eigenschaften der vorhandenen Schichtung geschlossen werden: Der betrachtete
Messpunkt besitzt eine steifere Deckschicht auf einer weicheren, eingebetteten Schich-
tung. Die steifere, obere Schicht kann der Sandschicht zugeordnet werden. Welche
Wellengeschwindigkeitswerte die jeweiligen Schichten besitzen, muss durch die Inver-
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Abbildung 4-36: a) Inversionsergebnis der 2. Schussrichtung und b) Bodenprol mit
Varianz der Scherwellengeschwindigkeit in den Schichten.
sion geklart werden.
Fur die Inversion wurde das in Kapitel 3.2 vorgestellte Verfahren verwendet. In
Abb.(4-35a) und Abb.(4-35b) ist das Inversionsergebnis des Ruckschusses abgebil-
det.
Zur Kontrolle des invertierten Modells wurde der Darstellung der experimentel-
len Dispersionsanalyse das theoretische Dispersionsverhalten des Ergebnismodells
uberlagert (Abb.4-35a). Zusatzlich zu dem Inversionsergebnis von E = eTe
!
= min
wurde zur Einschatzung der Kennwertkombinationen eines Modells im Bereich der
moglichen Losung eine Variation der Modellvariablen um das berechnete Prol des
letzten Inversionsschrittes durchgefuhrt. Die Variation wurde bis zu einer 10% Ver-
groerung des Fehlerwertes der objektiven Funktion nach Gl.(3.37) bzw. Gl.(3.55)
vorgenommen (siehe Abb.4-36b). Von dieser Abschatzung ausgehend, wurden Aus-
sagen hinsichtlich des Vertrauensbereiches der ermittelten Wellengeschwindigkeiten
im Bodenprol getroen. Das heit fur die Interpretation des Inversionsergebnisses,
dass die Tiefenbereiche mit kleiner Varianz um das Ergebnisprol fur mogliche Wel-
lengeschwindigkeiten reprasentativ sind und die Tiefenbereiche mit groer Varianz
nur geringe oder keine Aussagen uber Scherwellengeschwindigkeiten zulassen. Fur
den betrachteten Standort bedeutet das, das die vorliegenden Daten Aussagen bis
zu 15 m Tiefe gestatten.
4.2.2 Messung Oberlausitz
4.2.2.1 Das Untersuchungsgebiet
Das Untersuchungsgebiet bendet sich im Landerdreieck Schleitz. Der Standort ist
ein freies, landwirtschaftlich genutztes Gelande. In dem Gebiet benden sich ent-
sprechend geologischer Karten oberachig alluviale Ablagerungen sowie in tieferen
Regionen Basalt- und Granitgestein, welches mitunter uber lokale Spitzen verfugt.
Einem vorliegenden Baugrundgutachten zufolge, ist in dem Messgebiet folgende Bo-
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denschichtung vorhanden: bis zu 10m Tiefe steht ein halbfester bis fester Schlu
an. Festgestein wurde bis zur Erkundungstiefe von 10 bzw. 12 m nicht angetroen.
Ein stehender Grundwasserspiegel ist nicht vorhanden. Das Rammprol (Abb.4-38e)
zeigt, bis auf einen lokalen Bereich mit groerer Schlagzahl in 3m Tiefe, eine konti-
nuierlich zunehmende Schlagzahl bis zur maximalen Aufschlusstiefe.
4.2.2.2 Experiment und Interpretation
Fur einen Vergleich der Verfahren wurden das Phasendierenzen-Verfahren und die
Mehrkanal-Analysen in der Ermittlung des Dispersionsverhaltens nach Kap. 3.1.2
verwendet. Die seismische Quelle war je ein 5 kg und ein 10 kg Hammer.
Auslagen mit 1 m und 2 m aquidistante Abstande waren die Grundlage fur die
Wellenfeld- bzw. f=k-Analysen. Die raumliche Abtastung des Wellenfeldes erfolg-
te mit unterschiedlichen Auslagelangen. Als Versuchsanordnungen wurden Ausla-
gen von 34 m und 52 m mit entsprechenden aquidistante Abstande fur die Wellen-
feldtransformation gewahlt, wobei das gesamte Wellenfeld in der Auswertung aus
einzelnen Geophongruppen bzw. Einzelmessungen zusammengesetzt ist. Die SASW-
Auslage erfolgte mit einem von der Quelle anfanglich verdoppelnden Aufnehmer-
abstand der in den groeren Entfernungsbereichen in einen aquidistanten Abstand
von 4 m uberging. Diese Messungen konnten in einer Auslage durchgefuhrt werden.
Zur Verbesserung der Datenqualitat in den Zeitverlaufen ist das resultierenden Wel-
lenfeld das Ergebnis einer Stapelung von 10 - 12 Schusse. Deutlich sind in Abb.(4-38c)
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Abbildung 4-37: a) Spurnormiertes Wellenfeld, b) gemittelte experimentelle
Dispersionskurve.
die zwei vorhandenen Dispersionsaste zu erkennen. Die linear ansteigende Funktion
innerhalb der Abb.(4-38c) kennzeichnet den Bereich, ab dem durch den Geophonab-
stand das frequenzabhangige Aliasing-Signal nach Gl.(3.22) bedingt auftreten wurde.
Durch die Unscharfe in Abb.(4-38c) ist eine Unsicherheit bei der Bestimmung der
Phasengeschwindigkeiten bei tiefen Frequenzen vorhanden. Mit der gemeinsamen
Nutzung von Abb.(4-38c) und Abb.(4-38b) kann das Problem kompensiert werden.
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Abbildung 4-38: a) Spurnormiertes Wellenfeld, b) f-k Analyse, c) Wellenfeld-Trans-
formation, d) Inversionsergebnis mit Varianz der Scherwellengeschwindigkeiten und
e) Rammprol des Standortes mit uberlagertem Verlauf des invertierten Schubmo-
duls G0.
Die angegebene Dispersionskurve in Abb.(4-37b) ist das Ergebnis der SASW-
Auswertung und Mittelwert der Menge der berechneten Dispersionkurven bei un-
terschiedlichen Aufnehmerkombinationen entlang der Auslage. Vergleicht man die
Abb.(4-38b) mit der Abb.(4-37b), so zeigt sich, dass der Einuss hoherer Moden
auf die scheinbare Dispersionskurve von Abb.(4-37b) stark ausgepragt ist. Ab einer
Frequenz von 55 Hz ndet der Ubergang zur zweiten Mode statt. In Abb.(4-38d)
ist das Inversionsergebnis der Abb.(4-38c) zuzuglich der Variation der Modellvaria-
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blen um das Endprol bis zum Erreichen einer 10% Vergroerung des Fehlerwertes
in der objektiven Funktion dargestellt. Das Prol zeigt eine Zunahme der Varianz
der Scherwellengeschwindigkeiten bei einer Tiefe groer 10 m, womit Aussagen zur
Scherwellengeschwindigkeit nur bis 10 m moglich sind. Als Vorinformation fur die
Inversion diente das Rammprol der geotechnischen Erkundung nach Abb.4-38e.
4.2.3 Messung Niederlausitz
4.2.3.1 Das Untersuchungsgebiet
Das Untersuchungsgebiet bendet sich auf dem Gelande einer ehemaligen Tagebau-
kippe, ca. 100 km nordlich von Dresden. Der Tagebau wurde vor ca. 30 Jahren um
rund 90m mit dem ortlich anstehenden Material, grotenteils Sand, wieder verfullt.
Aufgrund der uberwiegend sehr lockeren Lagerung und der groen Machtigkeit die-
ser lockeren Schichten, werden durch das zukunftig ansteigende Grundwasser starke
Sackungen in den mit Windkraftanlagen bebauten Gebieten erwartet. Um dieses
Verhalten unter den Anlagen zu vermindern wurden Bodenverbesserungen durch die
Firma Arcadis geplant. Zur Einschatzung dieser Verbesserungen wurden von der
Universitat Weimar zusammen mit der Firma Geotomograe Cross-Hole Messungen
unter den Anlagen und im Freifeld durchgefuhrt. Zur Verikation der entwickelten
Oberachenwellenanalysen wurden die Ergebnisse aus diesen Messungen mit den
Resultaten der Cross - Hole - Freifelduntersuchung verglichen (Schmidt, Wuttke &
Schanz 2003).
4.2.3.2 Experiment und Interpretation
Die vorrangig verwendeten f=k Analysen und Wellenfeld-Transformationen zur Er-
mittlung der Dispersionseigenschaften wurden in der Regel mit einer Auslagenlange
von 52 m durchgefuhrt. Als Quelle wurden Hammer von 5 und 10 kg eingesetzt.
Die in Abb.(4-39b) bis Abb.(4-39d) dargestellte Datensatze wurden an unterschied-
lichen Punkten des Messfeldes aufgezeichnet. Deutlich wird aus den Abbildungen
die alleinige Anregung der Grundmode im Wellenfeld. Das rasche Abklingen der
Amplituden bei hoheren Frequenzen ab 50 Hz wird auf die relativ hohe Dampfung
des untersuchten Materials zuruckgefuhrt. Die linearen Funktionen kennzeichnet den
Bereich, ab dem durch den Geophonabstand bedingt das frequenzanhangige Aliasing-
Signal nach Gl.(3.22) auftritt.
In der vorliegenden Dispersionsanalyse mittels Phasen-Differenzen-Verfahren wur-
de eine Mittelung der Daten erst im Frequenzbereich vorgenommen. In Abb.(4-40a)
und (4-40b) sind Phasengange verschiedener Aufnehmerkombinationen beispielhaft
abgebildet. Die in Abb.(4-40a) und (4-40b) gezeigten Phasengange besitzen in die-
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Abbildung 4-39: a) Spurnormierter Zeitverlauf, b) Wellenfeld-Transformation - Mes-
spunkt 1, c) Wellenfeld-Transformation - Messpunkt 2, d) Wellenfeld-Transformation
- Messpunkt 3.
sen Messungen einen nahezu ungestorten Verlauf im niederfrequenten Bereich. Diese
Abschnitte bildeten die Grundlage fur die weitere Ermittlung der Dispersionskur-
ven. In Abb.(4-40c) ist die Uberlagerung der Dispersionskurven der zur Auswertung
verwendeten Aufnehmerkongurationen und Schusse abgebildet. Durch Mittelung
dieser Werte zu jedem Frequenzpunkt ergibt sich die resultierende Dispersionkurve
in Abb.(4-40d).
Der Vergleich der Ergebnisse aus der Phasen-Dierenzen-Methode und aus der Wellen-
feld-Transformation in Abb.(4-41a) zeigt eine hohe Ubereinstimmung im Verlauf der
Phasengeschwindigkeitsfunktion. Die nahezu komplette Deckung hat ihre Ursache
darin, dass das Wellenfeld ausschlielich von der Grundmode getragen wird. Mit die-
ser Voraussetzung kann das Phasen-Dierenzen-Verfahren problemlos genutzt wer-
den, um die Dispersionseigenschaften des Untergrunds zu ermitteln.
Die Abbildung (4-41b) zeigt das resultierende Inversionsprol in den Variationsgren-
zen, die einen Fehler von 10% in der objektiven Funktion hervorrufen. Zusatzlich ist
das mit den Cross-Hole Messungen ermittelte Prol des Freifelds, d.h. ein Prol im
unverbesserten Boden, in die Abbildung des Schichtungsprols eingearbeitet, um die
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Abbildung 4-40: a) und b) Phasengang der Kreuzkorrelation und dazugehori-
ge Koharenz, c) Dispersionskurven der Aufnehmerkombinationen, d) gemittelte
Dispersionskurve.
gute Kongruenz der beiden Scherwellengeschwindigkeitsprole uber die Erkundungs-
tiefe darzustellen.
In Abb.(4-42a) sind neben dem Tiefenprol des Spitzendruckes qc der vor Ort durch-
gefuhrten CPT-Messungen auch der Verlauf des Schubmoduls dargestellt. Entspre-
chend (Fahey 1998) kann der Schubmodul uber eine empirische Beziehung aus dem
Verlauf des Spitzendruck einer CPT-Messung, dem atmospharischem Druck und der
eektiven, vertikalen Bodenspannung ermittelt werden. Diese Naherungsbeziehung
wurde in Abb.(4-42a) dem invertierten Tiefenprol des Schubmoduls von Messpunkt
1 gegenubergestellt. Erkennbar ist die gute Ubereinstimmung zwischen dem aus der
Inversion gewonnenen Schubmodulprol und dem Verlauf des Schubmoduls ermittelt
aus der empirischen Beziehung nach (Fahey 1998) fur das vorhandene Bodenprol
zunehmender Steigkeit.
Letztlich werden in Abb.(4-42b-d) die Inversionsergebnisse des Messpunktes 2 dar-
gestellt. Dabei werden zur Verdeutlichung der auftretenden numerischen Varianzen
einer Inversion und der damit notwendigen Angabe eines Fehlerbereiches um ein
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Abbildung 4-41: a) Vergleich der von Phasen-Differenzen-Verfahren und Wellenfeld-
Transformation, b) Inversionsergebnis mit Varianz der Scherwellengeschwindigkeiten
im direkten Vergleich mit dem Prol der Cross-Hole Messungen am Messpunkt 1.
Ergebnisprol unterschiedliche Startprole verwendet. Im Ergebnis des letzten Ite-
rationschrittes sind zwischen den drei gewahlten Beispielen geringe Unterschiede in
den ermittelten Wellengeschwindigkeiten vorhanden. Die Ursache dafur ist der vor-
gegebene Abbruchfehler e wodurch immer ein gewisser Bereich der Wellengeschwin-
digkeit diese Forderung erfullt. Zusatzlich entsteht durch die verwendete lokale Such-
methodik des zugrundeliegenden Inversionsmodells eine entsprechende Variation des
Inversionsergebnisses in Abhangigkeit vom gewahlten Startprol. Die notwendigen
Vorinformationen fur eine erfolgreiche Konvergenz in der Fehlerminimierung der In-
versionsrechnung wurden in diesen Beispielen aus vorhandenen geotechnischen Feld-
untersuchungen, wie CPT-Messungen bzw. Bohrprole, gewonnen. In der Regel ge-
ben diese Analysen Hinweise zu vorhandenen Schichtstarken. Die Werte der Scher-
wellengeschwindigkeiten fur das Startprol konnten dem Dispersionsspektrum direkt
oder einer durchgefuhrten refraktionsseismischen Analyse entnommen werden.
Zusammenfassung des Kapitels 4
Kapitel 4 beinhaltet die Analyse von theoretischen Bodenmodellen hinsichtlich auf-
tretender Besonderheiten als eine Interpretationshilfe fur experimentelle Untersu-
chungen. Bei diesen theoretischen Untersuchungen wurde zwischen normal und anor-
mal geschichten Modellen unterschieden. Diese dierenzierte Betrachtung ist wegen
der ausgepragten Unterschiede im Dispersionsverlauf, dem Energietransport und den
Green'schen Funktionen notwendig.
Bei der Untersuchung der Green'schen Funktionen normal geschichteter Boden ist
ein Bereich stark verringerter Amplituden unterhalb der dominanten Standortfre-
quenz vorhanden. Erfolgt eine Anregung innerhalb dieses Bereichs, sind resultieren-
de Schwingungsamplituden erheblich kleiner als bei einer Anregung auerhalb dieses
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Abbildung 4-42: a) Vergleich des Schubmodulverlaufs uber die Tiefe, b), c) und d)
Iterationsschitte der Inversion von Messpunkt 2 mit unterschiedlichen Startprolen.
Bereichs.
Aufgrund der Erkenntnisse aus Analysen zum Dispersionsverhalten und des Energie-
transports kann schon mit den Dispersionsspektren von Felddaten eine Zuordnung
zu Prolstrukturen angegeben werden. Im Zusammenhang mit dem lokalen Such-
verfahren konnen diese Informationen mogliche Startmodelle einschranken. Das in
Kapitel 3 vorgestellte Inversionsverfahren war die Grundlage zur Ermittlung der Bo-
denkennwerte an unterschiedlichen Standorten. Von diesen Untersuchungen wurden
drei Standorte im Detail vorgestellt. Die Verdeutlichung der Realitatsnahe der ge-
fundenen Modelle in den Standortuntersuchungen erfolgte durch die grasche Uber-
lagerung der experimentellen Dispersionsspektren mit dem theoretischen Ergebnis-
modell.
Die vorgestellten Arbeiten der Messung an der Halde Freiberg wurden zum Teil im
Auftrag der Bundesanstalt fur Materialforschung und -prufung (BAM) durchgefuhrt
und durch die Europaische Kommission (5. Rahmenprogramm) im Projekt Sustaina-
ble Improvement in Safety of Tailings Facilities (TAILSAFE, EVG1-CT-2002-00066,
www.tailsafe.com) nanziert.
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick
5.1 Zusammenfassung der vorgestellten Verfahren
In der vorliegenden Arbeit wurden Verfahren fur die Standortidentizierung mit
Oberachenwellen prasentiert. Die Arbeit gliedert sich in vier Schwerpunkte:
1) Im ersten Punkt Strukturmodellierung werden die Grundlagen fur das zu be-
nutzende Modell in den theoretischen Untersuchungen und der anschlieenden
Inversion erabeitet. Das Modell darf dabei nicht unnotig viele Parameter besit-
zen, muss aber andererseits die Eigenschaften eines vorhandenen Bodens gut
erfassen.
2) Der zweite Teil Wellenfeldanalyse beinhaltet die notwendige Analyse fur die
Aufbereitung der Felddaten. Die Identikation auftretender Moden in einem
Wellenfeld ist das vorrangige Ziel dieser Untersuchungen. Damit legt die Wel-
lenfeldanalyse die Grundlagen fur eine erfolgreiche Parameterbestimmung an
einem Standort.
3) Im dritten Abschnitt Inversion wird eine Methode vorgestellt die es ermoglicht,
auftretende Moden in einem Wellenfeld gemeinsam zu invertieren. Als Modell-
grundlage fur die Inversion wurde ein Verfahren des kleinsten Fehlerquadrates
verwendet.
4) Im letzen Teil Standortanalyse wurden die erarbeiteten theoretischen Grund-
lagen fur Parameterstudien genutzt. Zum einen erfolgte eine Analyse von Mo-
dellen als Interpretationshilfe beobachteter Daten, und zum anderen erfolgte
eine Parameteridentikation an vorhandenen Felddaten.
Die Erstellung eines Modells des vertikal heterogenen Untergrundes erfolgte im Fre-
quenzbereichs fur beliebig geschichtete Boden, aufbereitet durch weitestgehend ana-
lytische Formulierungen. Durch Nutzung beliebiger horizontaler, elastisch-isotroper
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Schichten konnte die vertikale Heterogenitat approximiert werden. Die Denition
der Green'schen Funktionen wurde aus der Haskell'schen Matrixformulierung in die
Formulierungen der Reexions- und Transmissionskoezienten uberfuhrt, womit die
folgenden analytischen Betrachtungen am mathematisch ubersichtlicheren Verfahren
durchgefuhrt werden konnten. Die Losung des so formulierten Halbraumproblems er-
folgte unter Verwendung der Konturintegration. Dazu wurde die Vorgehensweise der
bestehenden Losung des homogenen Halbraums auf das Problem des geschichteten
Mediums ubertragen. Die daraus sich ergebende Losung ist in ein Korperwellen- und
ein Oberachenwellenfeld separiert.
Der Vorteil dieser analytischen Betrachtungsweise liegt in der eindeutigen Zuord-
nungsmoglichkeit der erhaltenen Losungen zu Wellentypen und der klaren Disper-
sionscharakteristik der berechneten Modelle. Im Gegensatz dazu liefern numerische
Losungen, wie FEM, immer ein Wellenfeld, in dem die Wellentypen zugeordnet bzw.
interpretiert werden mussen. Mit Hilfe der synthetischen Bodenmodellierung wird
das Verhalten von geschichteten Boden bei durchlaufenden Oberachenwellenfeldern
simuliert und untersucht. Fur die Untersuchung der Prole wurde hauptsachlich die
Modale Superposition von Oberachenwellen und die Wellenzahl-Integration verwen-
det.
Bei der Analyse von Oberachenwellenfeldern in vorhandenen Medien sind abwei-
chend von den ublichen seismischen Methoden spezielle Untersuchungsmethoden zur
Ermittlung der vorhandenen Dispersion notwendig. Zur Durchfuhrung der Disper-
sionsanalyse wird in geotechnischen Untersuchungen in der Regel das Phasen-Dif-
ferenzen-Verfahren (SASW) genutzt. Aufgrund der beschrankten Aussagefahigkeit
dieses Verfahrens zu auftretenden hoheren Moden werden verbesserte Analyseme-
thoden zur experimentellen Auswertung hinzugezogen. Diese Methoden nutzen zur
Informationsgewinnung das raumlich ausgedehnte Wellenfeld.
Ausgehend von dem Dispersionsverhalten kann die Bodenstruktur mittels inverser
Methoden bestimmt werden. Fur die gemeinsame Inversion der in den Messungen
vorhandenen Moden wurde ein entsprechendes Inversionsverfahren abgeleitet. Als
Grundlage der Inversion wurde ein Verfahren des kleinsten Fehlerquadrates gewahlt.
Die Vorteile hinsichtlich einer ezienten und stabilen Inversion unter Nutzung dieser
Methodik uberwiegen den Nachteil der lokalen Suche nach dem Fehlerminimum. Zum
Erreichen der stabilen und zielgerichteten Inversion wird ein Levenberg-Marquardt
Algorithmus, zusammen mit der Wichtung der Dispersionaste entsprechend ihrem
Anregungsverhalten in den Dispersionsspektren, eingesetzt.
Von Vorteil hat sich innerhalb der Arbeit die gleichzeitige Behandlung von theo-
retischen und experimentellen Parameterstudien erwiesen, da sich Ergebnisse und
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Erkenntnisse beider Seiten erganzten. Eine Interpretation von Felddaten kann damit
weitaus sicherer durchgefuhrt werden. Zusatzlich konnten die erarbeiteten experi-
mentellen und theoretischen Verfahren gegenseitig uberpruft werden. So erfolgte die
Verikation der theoretisch berechneten Seismogramme mittels der experimentellen
Verfahren aufgrund der Kenntnis uber die vorhandene Dispersionscharakteristik des
Modells.
5.2 Zusammenfassung der Ergebnisse
Mit den vorgestellten theoretischen Losungen wurden in der Arbeit unterschied-
liche Analysen bezuglich des Dispersionsverhaltens, der vorhandenen geometrischen
Dampfung, des Energietransportes und des Verhaltens der Green'schen Funktionen
im Frequenzbereich durchgefuhrt.
So zeigen Untersuchungen an Modellrechnungen, dass in normal geschichteten Boden
unterhalb der dominanten Standortfrequenz stets eine starke Verringerung der Am-
plituden auftritt. Dieses Verhalten ist nicht zu beobachten, wenn eine weichere Schicht
eingebettet ist. Ferner wurde nachgewiesen, das bei starr gebetteten Modellen immer
ein Fehlen von Oberachenwellen in den tierequenten Bereichen zu verzeichnen ist.
In den Untersuchungen zum Dispersionsverhalten wurde zwischen Boden unterschie-
den, die ein normales und ein anormales Verhalten hervorrufen. Das anormale Di-
spersionsverhalten hat seine Ursache in dem Energieubergang vom Grundmode auf
hohere Moden mit zunehmender Frequenz. Problematisch wird diese Eigenschaft,
wenn die Energie an Oskuslationspunkten in den Dispersionsspektren uberspringt.
In diesem Fall ist eine Separation der Moden nicht mehr moglich und es konnen Fehl-
interpretation der Felddaten entstehen. Ausgehend von diesen Ergebnissen konnen
die Grenzen des entwickelten Inversionsalgorithmus klar aufgedeckt bzw. der Typ der
Messdaten gekennzeichnet werden, bei dem eine Inversion von Normalmoden nicht
funktionieren wird. Die Untersuchung des Energietransportes ist fur die Erkarung
von auftretenden Wellenphanomenen in Boden, wie z.B. in Wellenleitern, ebenfalls
von besonderem Interesse. Zur Vervollstandigung der theoretischen Untersuchun-
gen wurde die typische Partikelbewegung an der Halbraumoberache infolge einer
durchlaufenden Rayleigh-Welle numerisch nachvollzogen. Im Fall eines geschichteten
Halbraums existiert uberwiegend -analog dem homogenen Halbraum- eine ebenfalls
retrograde Partikelbewegung, wobei aber auch prograde Bewegungsanteile im Wel-
lenfeld auftreten konnen.
Die Nutzung der verbesserten Dispersionsanalysen fur die Interpretation der Wel-
lenfelder liefert einen entscheidenden Beitrag innerhalb der experimentellen Versu-
che. Zum einen werden vorhandene Unsicherheiten der Phasen-Dierenzen-Methode
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verringert und zum anderen erhoht die Identizierung mehrerer Moden in einem
Wellenfeld den Informationsgehalt fur eine anschlieende Inversion.
5.3 Ausblick
Wie in jeder wissenschaftlichen Arbeit war es unumganglich aus der Vielzahl von of-
fenen bzw. hinzukommenden Problemstellungen nur diese herauszugreifen, die nach
Meinung des Autors mit der Verbesserung und Erweiterung der vorgestellten Ver-
fahren verbunden sind.
Mit dem beschriebenen Verfahren wurden gute Ergebnisse in den vorgestellten Un-
tersuchungen erzielt. In der Bearbeitung dieser und weiterer Standorte ergaben sich
jedoch auch verschiedene Dezite, die die Bearbeitung der einzelnen Punkte, wie
Strukturmodellierung, Wellenfeldanalyse und Inversionsrechnung, erschwerten oder
ausschlossen.
In der Strukturmodellierung erwies sich die Annahme einer horizontalen Schichtung
mit elastisch-isotropen Materialeigenschaften als ein robustes Modell tatsachlicher
Bodeneigenschaften. Mit dem Vorhandensein einer immer mehr oder weniger star-
ken Anisotropie in naturlichen Boden ist eine dementsprechende Anderung der Wel-
lenausbreitung und Kopplung der Wellentypen gegeben. Dieser Einuss wird in den
derzeitigen Annahme nicht berucksichtigt und kann zu Fehlern fuhren. Ein analo-
ger Punkt in der Beeinussung der experimentellen Arbeiten ist das Vorhandensein
eines teilgesattigten Bodens. Zukunftige Arbeiten sollten eine Erweiterung der Be-
rechnungen und experimentellen Analysen in den anisotropen und teilgesattigten
Bereich ermoglichen, um diese Einusse auf die Messungen zu klaren.
Schlielich erwies sich in den theoretischen Parameterstudien oder Inversionsrech-
nungen die mitunter lange Berechnungdauer der Green'schen Funktion als problema-
tisch fur eine groere Variationsmoglichkeit der Kennwerte. Reine Zeitbereichslosun-
gen, wie in (Triantafyllidis 1989) und (Bode 2000) fur den homogenen Halbraum
gelost, besitzen den Vorteil einer relativ kurzen Berechnungszeit. Zukunftige Ent-
wicklungen sollten auf die Zeitbereichslosung der Green'schen Funktionen eines ge-
schichteten Halbraums abzielen.
Die Wellenfeldanalyse mit der Aufgabe der Dispersionsabbildung besitzt immer das
Problem der klaren Idenizierung auftretender Moden. In der vorliegenden Arbeit
wurden unterschiedliche Methoden der Wellenfeld-Transformation in einer gemein-
samen Betrachtung verwendet, um die verschiedenen Mangel zu kompensieren. In
zukunftigen Entwicklungen sollte versucht werden, die Auosung und die Vertrau-
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ensbereiche der auftetenden Oberachenwellen mit zusatzlichen Methoden oder Ver-
besserungen in der Signalverarbeitung zu erhohen.
Aus den durchgefuhrten Inversionsrechnungen ergibt sich die Notwendigkeit einer
vertiefenden Absicherung des erhaltenen Inversionsergebnisses durch verschiedene
Modell- und Inversionserweiterungen. Dazu sollte eine Erweiterung des Inversionsmo-
dells hin zu einem globalen Suchverfahren oder eine Kopplung zwischen globalem und
lokalem Suchverfahren durchgefuhrt werden. Andererseits muss die Bestimmung der
Kennwert- und Geometrievarianzen am Standort noch gelost werden, um die Frage
nach den vorhandenen Streuungen der ermittelten bzw. zugrunde liegenden Kennwer-
te klaren zu konnen. In den eigenen Untersuchungen wurde eine Abschatzung mogli-
cher Modelltypen im Bereich des Minimum durchgefuhrt, um die Aussagefahigkeit
des invertierten Ergebnismodells auf die Beschreibung der Eingangsdaten zu prufen.
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Anhang A
Nebenrechnungen / Funktionen
A.1 Zylinderfunktionen
A.1.1 Dierentations- und Transformationsregeln fur Zylin-
derfunktionen
Die verwendeten Zylinderfunktionen sind die Besselfunktion - Jn, die Neumann'sche
Funktion - Nn, die Hankelfunktion 1. und 2. Art - H
1;2
n und die modizierte Bessel-
funktion n-ter Ordnung - Kn.
J 0n(x) =  
n
x
Jn(x) + Jn 1(x) (A.1-1)
J 00(kr)
@r
=
dJ0(kr)
@r
=  kJ1(kr) =  0
r
J0(kr) + kJ 1(kr) (A.1-2)
J 1(x) = ( 1)1J1(x) (A.1-3)
J1(x) =  J 00(x) (A.1-4)
N1(x) =  N0(x) (A.1-5)
Nach (Gra 1991) ist das Fourier-Besselsche-Integral deniert als:
f(r) =
1Z
0
1Z
0
f(r)Jn(kr)Jn(kr)rdrkdk: (A.1-6)
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A.1.2 Substitutionsregeln und Asymtotische Entwicklung von
Zylinderfunktionen
1. Hankel -, Bessel- und Neumann'sche Funktionen mit reellem Argument nach
(Abramowitz & Stegun 1984):
H1n(x) = Jn(x) + iNn(x) bzw. H
2
n(x) = Jn(x)  iNn(x) (A.1-7)
2Jn(x) = H
1
n(x) +H
2
n(x) bzw. 2iNn(x) = H
1
n(x) H2n(x) (A.1-8)
H1n( x) =  ( 1)nH2n(x) (A.1-9)
Jn(x) =
1
2

H1n(x) +H
2
n(x)

(A.1-10)
Jn( x) = ( 1)nJn(x) (A.1-11)
2. Hankel-, Bessel- und Neumann'sche Funktionen mit imaginarem Argument
nach (Arfken & Weber 2001) und (Abramowitz & Stegun 1984):
H2n( ix) =  ( 1)nH1n(ix) (A.1-12)
K1n (z) =
1
2
ie
1
2
ni
H1n
0@ze12i
1A   < arg z  1
2


K2n (z) =  
1
2
ie
 
1
2
ni
H2n
0@ze 12i
1A  1
2
 < arg z  

(A.1-13)
3. Die Fernfeldnaherungen der Zylinderfunktionen fur ein reelles Argument er-
geben sich nach (Bronstein et al. 2001) und (Abramowitz & Stegun 1984)
folgendermaen:
Jn (x) =
r
2
x

cos

x  n
2
  
4

+O

1
x

(A.1-14)
Nn (x) =
r
2
x

sin

x  n
2
  
4

+O

1
x

(A.1-15)
Kn (x) =
r
2
x
e x

1 +O

1
x

(A.1-16)
H1n(x) 

2
x
1
2
e
i
0@x 1
2
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1
4

1A
bzw. H2n(x) 

2
x
1
2
e
 i
0@x 1
2
n 
1
4

1A
(A.1-17)
A.1 Zylinderfunktionen 187
4. Die notwendigen Fernfeldnaherungen der Zylinderfunktionen fur ein komplexes
Argument sind in (Abramowitz & Stegun 1984) deniert:
Jn (z) =
r
2
z

cos

z   n
2
  
4

+ ej'zjO

1
z

(jarg zj < ) (A.1-18)
Nn (z) =
r
2
z

sin

z   n
2
  
4

+ ej'zjO

1
z

(jarg zj < ) (A.1-19)
H1n (z) 

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
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( 2 < arg z < ) (A.1-21)
A.1.3 Grenzubergang von der Kreis- zur Punktlast
Die Randbedingung an der Oberache sind nach Gl.(2.25a,b):
 z (r; z; t) =  f(r)
 rz (r; z; t) = 0

z = 0:
Als Denition der geometrischen Funktion wurde der Fall einer konstanten Kreislast
gewahlt.
z (r; z; t) =  f(r) = F
2
Die Transformation der Lastbeschreibung nach Abb.A-1 in den Wellenzahlbereich
d
Abbildung A-1: Denition der Punktlast.
erfolgt mit Hilfe der Hankeltransformation. Diese ist nach Gl.(2.14a,b) fur die Hin-
und Rucktranformation wie folgt deniert:
H(f ) = fHn(k) =
1Z
0
f(r)Jn(kr)rdr bzw. H(f
Hn) = f(r) =
1Z
0
fHn(k)Jn(kr)kdk:
Mit der gegebenen geometrischen Ausdehung der Funktion von f(r) ergibt sich un-
ter Annahme einer konstanten Lastamplitude und Beachtung der Integrations- und
Dierentationsregeln von Anhang A fur Zylinderfunktionen die Transformierte wie
188 Nebenrechnungen / Funktionen
folgt:
fHn(k) =
F

J1(kr)
kr
:
Fur die Berechnung der Punktlastlosung wird (Bode 2001) mit dem Grenzwertuber-
gang des Radius gegen Null gefolgt. Der Ausdruck kr wird dabei durch  ersetzt.
lim
!0
F

J1()

Fur den entstehenden unbestimmten Ausdruck ,, 00 \ konnen die Regeln von Bernoulli
und L'Hospital angewendet werden. Der Zahler und Nenner dieses Ausdrucks werden
nachfolgend mit den Funktionen '() und  () bezeichnet. Der konstante Term F

wird in der Bestimmung des Grenzwertes nicht mitgefuhrt sondern erst an spaterer
Stelle wieder eingefugt.
lim
!0

'()
 ()

= lim
!0

'0()
 0()

Mit
'0() = [J1()]
0 =
dJ1()
d
=  1

J1() + J0() bzw.  
0
() = 1
folgt 
'0()
 0()

=
dJ1()
d
=  1

J1() + J0()
bzw.
lim
!0

'()
 ()

= lim
!0

dJ1()
d

= lim
!0

 1

J1() + J0()

:
Fasst man den Ausdruck
lim
!0

J1()

=  J1()

+ J0()

;
weiter zusammen und beachtet das J0(0) = 1, so ergibt sich der Grenzwert der
Funktion '()
 ()
zu:
lim
!0

2J1()

= J0()

! lim
!0

J1()

=
J0()
2

! lim
!0

J1()


=
1
2
:
Der resultierende Grenzwert der Punktlast im Wellenzahlbereich ist damit de-
niert als:
lim
!0
F

J1()

=
F
2
:
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A.2 Eigenschaften der Ubertragungsmatrizen
Die Eigenschaften der Ubertragungsmatrizen werden anhand eines einfach geschich-
teten Bodenmodells analysiert.
In dem in Abb.(A-2) betrachteten Schichtenmodell existieren an den Schichtgrenzen
folgende Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen:
m , r , lN N N
m , r , lN+1 N+1 N+1
{ } = { }f
Hn t
1 E C
t t t
1 1 1(z)L
{ } = { }f
Hn b
1 E C1 1 1(z)L
b b b
{ } = { }f
Hn t
N+1 E CN+1 N+1 N+1(z)L
t t t
Abbildung A-2: Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen eines einfach ge-
schichteten Bodenmodells.
In Abb.(A-2) kennzeichnet der Index 1 die Schicht 1 (Schichtanzahl N = 1). Der
uberlagerte Halbraum erhalt den Index N + 1. Mit den Kontinuitatsbedingungen
innerhalb einer Schicht
fCgt1 = fCgb1 (A.2-1)
konnen die Spannungen und Verschiebungen an der oberen Berandung der Schicht
mit der Ubertragungsmatrix in Abhangigkeit von den Spannungen und Verschiebun-
gen an der unteren Berandung beschrieben werdenn
~fHn
ot
1
= Et1  t1 (z) 

b1 (z)
 1  Eb1 1n ~fHnob
1
= D 11
n
~fHn
ob
1
: (A.2-2)
Der Index t in Gl.(A.2-2) kennzeichnet die obere Berandung (top) und der Index b
die untere Berandung (bottom). Die Kopplung der Schicht mit dem Halbraum erfolgt
uber Kontinuitatsbedingungen an der Grenzache zwischen Schicht und Halbraum.
n
~fHn
ob
1
=
8>>><>>>:
~uH1r
~uH0z
~H1zr
~H0z
9>>>=>>>;
1
=
8>>><>>>:
~uH1r
~uH0z
~H1zr
~H0z
9>>>=>>>;
N+1
=
n
~fHn
ot
N+1
(A.2-3)
Setzt man die Beschreibung des Halbraums aus der Abb.(A-2) in die Gl.(A.2-2) ein,
erhalt man die vollstandige Beschreibung des geschichteten Halbraums:n
~fHn
ot
1
= D 11  EtN+1  tN+1 (z)  fCgN+1 : (A.2-4)
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In Gl.(A.2-4) sind die Spannungen und Verschiebungen an der Oberache in Abhangig-
keit von den Wellenkoezienten des Halbraums und den Schichtungskennwerten de-
niert. Die in Gl.(A.2-4) verwendete Ubertragungsmatrix D 11 wird vollstandig mit
den entsprechenden Submatrizen d11, d12, d21 und d22 in Gl.(A.2-5) dargestellt.
D 1j =
1
(2k2   1)

d11 d12
d21 d22

(A.2-5)
d11 =
266664
2k2 cosh (1z)
 1 cosh (1z)
k
 
 1
1
sinh (1z)
+21 sinh (1z)
!
k
 
21 sinh (1z)
 1
1
sinh (1z)
!
 1 cosh (1z)
2k2 cosh (1z)
377775
d12 =
266664
  k2
11
sinh (1z)
+ 1
1
sinh (1z)
k
 
1
1
cosh (1z)
  1
1
cosh (1z)
!
k
 
  1
1
cosh (1z)
+ 1
1
cosh (1z)
!
1
1
sinh (1z)
  k2
11
sinh (1z)
377775
d21 =
266664
 41k21 sinh (1z)
+
2
1
1
1
sinh (1z)
k

211 cosh (1z)
 211 cosh (1z)

k
 
21 cosh (1z)
 1
1
cosh (1z)
!
2
1
1
1
sinh (1z)
 41k21 sinh (1z)
377775
d22 =
266664
2k2 cosh (1z)
 1 cosh (1z)
k
 
 21 sinh (1z)
+1
1
sinh (1z)
!
k
 
1
1
sinh (1z)
 21 sinh (1z)
!
1 cosh (1z)
2k2 cosh (1z)
377775
Die auftretenden Variablen 1, 1und 1 sind analog Gl.(2.20) und Gl.(2.27) deniert.
1 =
s
k2   !
2
c2s;1
, 1 =
s
k2   !
2
c2p;1
und 1 =

2k2   !
2
c2s;1

Die mehrdeutigen Wurzelausdrucke in der Ubertragungsmatrix besitzen fur die mo-
dellierte Schichtung folgendes Verhalten:
1. Mogliche Verzweigungspunkte 1und 1 sind Argumente einer Hyperbelfunk-
tion (z.B. cosh (1z)) oder stehen in einer Kombination von Hyperbelfunktion
und Wurzelausdruck (z.B. 1
1
sinh (1z)).
2. Die Funktion cosh(x) ist eine gerade Funktion bezuglich eines Vorzeichenwech-
sels im Argument.
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3. Die ungerade Hyperbelfunktion sinh(x) steht immer in einem Produkt von
dem Argument der Hyperbelfunktionen mit der Hyperbelfunktion, so dass in
der Kombination die Doppeldeutigkeit der Wurzelfunktion in der komplexen
Ebene nicht weiter vorhanden ist (bzw. in der Kombination entstehen gerade
Funktionen hinsichtlich der Wurzelvorzeichen).
cosh ( x) = cosh (x)
sinh ( x) =   sinh (x) (A.2-6)
4. Im Fall eines imaginaren Wurzelausdruckes, bei
k2 <
!2
c2s
und
k2 <
!2
c2p
beschreiben die in  vorkommenden Exponenten physikalisch keine exponenti-
ell in die Tiefe abnehmenden Wellen (Oberachenwellen), sondern Korperwel-
len (siehe auch Kapitel 2.4.1).
cosh (ix) = cos (x)
cosh ( ix) = cos (x) (A.2-7)
sinh (ix) = i sin (x)
sinh ( ix) =  i sin (x) (A.2-8)
Nur innerhalb der den homogenen Halbraum beschreibenden Matrix EtN+1 tN+1 (z)
bleiben die Doppeldeutigkeiten der Wurzelfunktionen N+1und N+1 bestehen. Die
auftretenden Wurzeln innerhalb einer Schichtung sind immer positiv reell oder ima-
ginar mit positiven Vorzeichen, d.h. die Forderung Re ()  0 bzw. Re ()  0 nach
Gl.(2.21a,b) ist immer erfullt. Damit folgt fur mehrfach geschichtete Boden eine al-
leinige Doppeldeutigkeit in den Verzweigungspunkten des Halbraums.
8>>><>>>:
~uH1r;N+1
~uH0z;N+1
~H1zr;N+1
~H0z;N+1
9>>>=>>>; =
2666666664
 k N+1
 N+1 k
2N+1kN+1  N+1
 
2k2   !
2
c2s;N+1
!
N+1
 
2k2   !
2
c2s;N+1
!
 2N+1kN+1
3777777775

Cpd;N+1
Csd;N+1

(A.2-9)
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Im Folgenden wird auf die Abhangigkeit der gekoppelten Matrizen hinsichtlich des
Auftretens eines Vorzeichenwechsels durch die Wellenzahl k eingegangen. Dazu ist in
den Matrizen von Gl.(A.2-10) und Gl.(A.2-11) das Auftreten von geraden und unge-
raden k-Termen mit k^ - gerade Funktion und k - ungerade Funktion, gekennzeichnet.
D 1j =
26666664
d1;1

k^

d1;2 (k) d1;3

k^

d1;4 (k)
d2;1 (k) d2;2

k^

d2;3 (k) d2;4

k^

d3;1

k^

d3;2 (k) d3;3

k^

d3;4 (k)
d4;1 (k) d4;2

k^

d4;3 (k) d4;4

k^

37777775 (A.2-10)
ETN+1 =
26666664
e1;1 (k) e1;2

k^

e1;3 (k) e1;4

k^

e2;1

k^

e2;2 (k) e2;3

k^

e2;4 (k)
e3;1 (k) e3;2

k^

e3;3 (k) e3;4

k^

e4;1

k^

e4;2 (k) e4;3

k^

e4;4 (k)
37777775 (A.2-11)
In der Kopplung der Matrizen fur den Fall einer einfachen Schichtung zeigt das
Matrizenprodukt von Ubertragungsmatrix und Halbraummatrix eine Abhangigkeit
von k, n
~fHn
ot
1
= D 11  EtN+1  tN+1 (z)  fCgN+1 = M1  fCgN+1 (A.2-12)
die einer allein auftretenden Halbraummatrix entspricht (Gl.A.2-13).
M1 =
26666664
m1;1 (k) m1;2

k^

m1;3 (k) m1;4

k^

m2;1

k^

m2;2 (k) m2;3

k^

m2;4 (k)
m3;1 (k) m3;2

k^

m3;3 (k) m3;4

k^

m4;1

k^

m4;2 (k) m4;3

k^

m4;4 (k)
37777775 (A.2-13)
Durch Einsetzen der Spannungsrandbedingungen an der Oberache in die Spannungs-
Verschiebungsgleichungen erhalt man die Ausdrucke der Verschiebungen in Abhangig-
keit von den vorhandenen k-Termen.
0 = m3;1 (k)Cpd;N+1 +m3;2

k^

Csd;N+1
Pz = m4;1

k^

Cpd;N+1 +m4;2 (k)Csd;N+1 (A.2-14)
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Cpd;N+1 =
m3;2

k^

m4;1

k^

m3;2

k^

 m4;2 (k)m3;1 (k)
Pz
Csd;N+1 =
 m3;1 (k)
m4;1

k^

m3;2

k^

 m4;2 (k)m3;1 (k)
Pz (A.2-15)
~uH1r (z = 0) =
m1;1 (k)m3;2

k^

 m3;1 (k)m1;2

k^

m4;1

k^

m3;2

k^

 m4;2 (k)m3;1 (k)
Pz = k

m1;1m3;2  m3;1m1;2
m4;1m3;2  m4;2m3;1

Pz
~uH0z (z = 0) =
m2;1

k^

m3;2

k^

 m3;1 (k)m2;2 (k)
m4;1

k^

m3;2

k^

 m4;2 (k)m3;1 (k)
Pz =

m2;1m3;2  m3;1m2;2
m4;1m3;2  m4;2m3;1

Pz
(A.2-16)
Bei der Betrachtung einer Kombination von mehreren Transfer-Matrizen
D = D 11 D 12  ::: D 1m (A.2-17)
mit m = 1; 2; 3; :::; m ergibt sich fur das Matrizenprodukt folgende Abhangigkeit von
k:
D =
26666664
d1;1

k^

d1;2 (k) d1;3

k^

d1;4 (k)
d2;1 (k) d2;2

k^

d2;3 (k) d2;4

k^

d3;1

k^

d3;2 (k) d3;3

k^

d3;4 (k)
d4;1 (k) d4;2

k^

d4;3 (k) d4;4

k^

37777775 : (A.2-18)
Gl.(A.2-18) zeigt die gleiche Abhangigkeit bezuglich gerader und ungerader k-Terme
wie die Transfermatrix einer Schicht.
Fur die Grenzwertbetrachtungen in Anhang A.3 und das Zusammenfassen der Kon-
turintegrale in Kapitel 2.5.3 ist es auch notwendig, auftretende Gro enordnungen der
Wellenzahl k im Integranden nach Gl.(2.73) und Gl.(2.74) zu ermitteln. Die Angabe
dieser Abhangigkeit in Gl.(2.93) basiert auf den nachfolgenden Matrixelementen fur
den Fall der Einfachschichtung in Gl.(A.2-16). Die Bestimmung der Vielfachen von k
in einer Mehrfachschichtung kann mit den oben angegebenen Ubertragungsmatrizen
erfolgen.
Nachfolgende relevanten Terme des Produktes von Ubertragungsmatrix und Halb-
raummatrix (Gl.A.2-12) beschreiben die Charakteristik der auftretenden Ordnung
von k in einer Einfachschichtung:
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m1;1 = kN+1

cosh (1z)

N+1
1
  2k
2
N+1

  cosh (1z)

N+1
1
  1
N+1

+ kN+1N+1

sinh (1z)
 2k2
11
  1
1N+1

  sinh (1z)
 2k2
11
  21
N+1

m1;2 = N+1N+1

cosh (1z)

2k2
N+1
+
2k2
1

  cosh (1z)

1
N+1
  2k
2
1

+ N+1

sinh (1z)
  k21
1N+1
+
k2N+1
11

+ sinh (1z)

21k
2
r
  1N+1
1

m2;1 =
N+1

sinh (1z)

 2k
21
N+1
+
1N+1
1

  sinh (1z)

  k
21
1N+1
+
k2N+1
11

+ N+1N+1

cosh (1z)

1
N+1
  2k
2
1

  cosh (1z)

  2k
2
N+1
+
2k2
1

m2;2 =
kN+1N+1

sinh (1z)

21
N+1
  21
1

  sinh (1z)

  1
1N+1
+
2k2
11

+ kN+1

cosh (1z)

  1
N+1
+
N+1
1

+ cosh (1z)

2k2
N+1
  N+1
1

m3;1 =
kN+1

sinh (1z)

41k
21
N+1
  21N+1

  sinh (1z)

  
2
11
1N+1
+
1N+1
1

+ kN+1N+1

cosh (1z)

211
N+1
  4k2

  cosh (1z)

211
N+1
  21

m3;2 =
N+1N+1

sinh (1z)

 41k
21
N+1
  4k21

+ sinh (1z)

  
2
11
1N+1
+
2k21
1

+ N+1

cosh (1z)

2k211
N+1
  2k2N+1

  cosh (1z)

2k211
N+1
  1N+1

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m4;1 =
N+1

cosh (1z)

2k211
N+1
+ 1N+1

+ cosh (1z)

 2k
211
N+1
+ 2k2N+1

+ N+1N+1

sinh (1z)

  
2
11
1N+1
+
2k21
1

  sinh (1z)

4k211
N+1
+ 4k21

m4;2 = kN+1N+1

cosh (1z)

 211
N+1
  21

+ cosh (1z)

211
N+1
  4k2

+ kN+1

sinh (1z)

211
1N+1
  1N+1
1

  sinh (1z)

 4k
211
N+1
+ 21N+1

:
(A.2-19)
Die Terme 1 und N+1 sind durch die Ausdrucke 1 =
 
2k2   k2s;1

fur die Schicht
und N+1 =
 
2k2   k2s;N+1

fur den Fels deniert.
A.3 Grenzwertbetrachtungen zu den Konturinte-
gralen
A.3.1 Verhalten der Integrale entlang der Kontur A! D und
C ! D
In den nachfolgenden Ausfuhrungen soll nachgewiesen werden, dass das Integral ent-
lang der gewahlten Konturen A ! D und C ! D (Abbildung 2-18) verschwindet,
wenn der Betrag von (k; ) gegen Unendlich strebt:
lim
j(k;)j!1
D(k;)Z
A(k;)
uHnr;z (n; n; (k;  ))H
1
n ((k; )r) (k; )d(k; )
?
= 0
bzw. lim
j(k;)j!1
D(k;)Z
C(k;)
uHnr;z (n; n; (k; ))H
2
n ((k; )r) (k; )d(k; )
?
= 0: (A.3-1)
Wird zum Nachweis die Darstellung in Polarkoordinaten verwendet, so folgt
 = Rei' = R (cos'+ i sin') (A.3-2)
mit
d = iRei'd': (A.3-3)
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Die zugehorigen Integrationsgrenzen ergeben sich fur das Konturintegral des I. Qua-
dranten zu:
 (A(R;')) ! ' = =2
 (D(R;')) ! ' = 0 (A.3-4a)
und fur das Bogenintegral des IV. Quadranten zu:
 (C(R;')) ! ' =  =2
 (D(R;')) ! ' = 0: (A.3-4b)
Mit den neuen Integrationsgrenzen erhalt man fur das Integral entlang A! D
lim
R!1
0Z

2
~uHnr;z (n; n; R; ')H
1
n (R;'; r)Re
i'iRei'd': (A.3-5)
Der Betrag des Integranden bezuglich der Integrationsvariable, ohne den Anteil
der Zylinderfunktionen H1n aus der Rucktransformation in den Originalbereich -
~uHnr;z (n; n; R; ') -, hat nach Anhang A.2 fur j(R;')j mit R ! 1 mindestens die
Form: ~uHnr;z (n; n; ) = O 1jj

= O

1
R

 K
R
; (A.3-6)
wobei K eine reelle positive Zahl ist und O

1
R

die auftretende Ordnung von R
kennzeichnet. Als Nachweis dazu kann das Beispiel der Einfachschichtung in An-
hang A.2 mit den Gleichungen (A.2-16) und (A.2-19) dienen. Danach ergibt sich aus
Gl.(A.2-19) mit den nicht trigonometrisch gebundenen Intergationsvariablen folgen-
de Abhangigkeit von k:
~ur;z (r; z = 0; !) =
m1;1 (k
3)m3;2 (k
4) m3;1 (k4)m1;2 (k3)
m4;1 (k4)m3;2 (k4) m4;2 (k4)m3;1 (k4)Pz
Dementsprechend ist die Abhangigkeit des Nenners von R um eine Grossenordnung
hoher als der Zahler, was der Darstellung von Gleichung (A.3-6) entspricht.
In der Betrachtung der Integrationsvariable als Argument der Hyperbelfunktionen
kann Folgendes notiert werden:
- die Wellenzahl kp ist immer kleiner ks; folglich ist jij > jij fur jj ! 1, womit die
Aussage jcosh (iz)j > jcosh (iz)j bzw: jsinh (iz)j > jsinh (iz)j fur jj ! 1
gilt.
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Entsprechend der Integranden nach Gl.(A.2-19) und Gl.(A.2-20) treten alle Hy-
perbelfunktionen innerhalb jedes Matrixelementes m(i; j) auf. Nachfolgend wird im
Zahler die sinh (iz)-Funktion und im Nenner die cosh (iz)-Funktion herausgelost.
Das entsprechende Matrixelement stellt sich z.B. fur m(1; 1) dar als
sinh (iz)

coth (iz)A 
cosh (iz)
sinh (iz)
B + C   sinh (iz)
sinh (iz)
D

(A.3-7)
bzw. fur das Matrixelement m(4; 1) als
cosh (iz)

E   cosh (iz)
cosh (iz)
F + tanh (iz)G 
sinh (iz)
cosh (iz)
H

: (A.3-8)
Die in Gl.(A.3-7) und Gl.(A.3-8) auftretenden Kurzel A;B;C und D beschreiben die
weiteren Multiplikatoren in dem Matrixelement.
In Gl.(A.2-18) und Gl.(A.2-19) werden diese Umformungen innerhalb jedes Elemen-
tes vorgenommen. Durch die herausgelosten Hyperbelfunktionen ergeben sich inner-
halb des Integranden tanh (iz)-Funktionen (Gl.A.3-9 und Gl.A.3-10). Innerhalb der
gesamten Gleichung treten nur noch die Funktionen tanh (iz), coth (iz) und die
Quotienten
cosh (iz)
sinh (iz)
auf, wobei die vorhandenen Kombinationen von sinh und cosh sowie die Argumente
von i und i innerhalb des Quotienten wechseln konnen. Der Dividend und Divisor
im Quotienten unterscheiden sich dahingehend, dass der Betrag des Divisors mit
dem Argument (iz) geringfugig groer ist als der Betrag des Dividenden mit dem
Argument (iz).
Die bekannten Funktionen tanh (iz) und coth (iz) konvergieren mit j(R;')j ! 1
gegen den endlichen Wert 1, so dass die Quotienten, welche die Funktionen tanh ( iz)
bzw. coth (iz), enthalten, gegen einen endlichen Wert in den Grenzen von 0 und 1
konvergieren.
Der Grenzwert hinsichtlich der Hyperbelfunktionen in den Gl. (A.2-19) und (A.2-19)
konvergiert damit gegen einen endlichen Wert.
sinh (iz) fA1  A2g
cosh (iz) fA3 A4g
= tanh (iz)
fA1  A2g
fA3  A4g (A.3-9)
A1 = m1;1

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

m3;2

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

A2 = m3;1

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

m1;2

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

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A3 = m4;1

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

m3;2

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

A4 = m4;2

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

m3;1

tanh(iz);
sinh (iz)
cosh (iz)

(A.3-10)
Weitere Terme in ~uHnr;z , welche die Integrationsvariable k enthalten, konvergieren
durch das Herauslosen der Integrationsvariable (mit jj ! 1) in der Summe gegen
einen endlichen Wert.
Die Anteile, die letztlich noch zur Abschatzung fur das Konturintegral zu beachten
sind, konnen in folgender Formulierung dargestellt werden: limR!1
DZ
A
~uHnr;z (n; n; )H
1
n (r) d
  limR!1
0Z

2
KRH1n (R;'; r)Rei'iRei'
 d':
(A.3-11)
Zusatzlich wird die asymptotische Entwicklung der Hankelfunktion mit komplexen
Argument nach Anhang A.1 in Gl.(A.3-11) eingesetzt. limR!1
DZ
A
~uHnr;zH
1
n (r) d
 
lim
R!1
0Z

2
K

2
rRei'
1
2
eirR cos'e rR sin'e
 i
n
2

e
 i
1
2

iRei2'
 d': (A.3-12)
Beachtet man, dass der Betrag der Exponentialfunktion eines rein imaginarem Ar-
gumentes den Wert Eins besitzt, so folgt: limR!1
DZ
A
~uHnr;z (n; n; )H
1
n (r) d
  limR!1
0Z

2
K

2
rR
1
2
e rR sin' R
 d'
(A.3-13)
bzw.  limR!1
DZ
A
~uHnr;z (n; n; )H
1
n (r) d
  K

2
r
1
2
lim
R!1
0Z

2
e rR sin'pR d':
(A.3-14)
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Mit ' 2 [0; =2] ; r 2 ]0;1] und R ! 1 ergeben sich fur den Integranden aus-
schlielich positive Werte, so dass gilt:
lim
R!1
0Z

2
e rR sin'pR d' = lim
R!1
0Z

2
e rR sin'
p
Rd': (A.3-15)
Zur Grenzwertebestimmung des Parameterintegrals (A.3-15) wird eine Abschatzung
der Sinusfunktion innerhalb des entsprechenden Bereiches [0,=2] vorgenommen.
Eine obere Grenze der Exponentialfunktion kann durch Substitution der Funktion
sin' durch den Ausdruck '=2 deniert werden.
sin'  '=2 fur ' 2 [0; =2]
e rR sin'  e rR'=2 fur ' 2 [0; =2] ; r 2 ]0;1] und R!1
Auf Basis dieser Substitution erfolgt die weitere Grenzwertbestimmung,
lim
R!1
0Z

2
e rR sin'
p
Rd'  lim
R!1
0Z

2
e rR'=2
p
Rd' bzw.
lim
R!1
0Z

2
e rR'=2
p
Rd' = lim
R!1
p
R
0Z

2
e rR'=2d': (A.3-16)
wobei der entstandene Integralausdruck in (Gl.A.3-16) ohne groere Probleme be-
stimmt werden kann.
lim
R!1
p
R
0Z

2
e rR'=2d' = lim
R!1
p
R
 2e rR'=2
rR
0
2
lim
R!1
p
R
 2
rR
   2e
 rR=4
rR

= lim
R!1
  2
r
p
R
   2e
 rR=4
r
p
R

(A.3-17)
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Mit R!1 konvergiert der letzte Ausdruck in (A.3-17) klar gegen Null, womit der
Grenzwert des gegebenen Integrals (A.3-15)
K

2
r
1
2
lim
R!1
0Z

2
e rR sin'pR d'! 0
ebenfalls gegen diesen Wert konvergiert.
Fur das Integral in den Grenzen C ! D kann ein analoger Nachweis gefuhrt werden.
Zu Beachten ist das asymptotische Verhalten fur die Hankelfunktion H21 (r) nach
Anhang A.1. Die Substitution
'
2
anstelle der Funktion sin' bildet ebenfalls eine
obere Grenze fur den Bereich ' 2 [ =2; 0].
erR sin'  erR'=2 fur ' 2 [ =2; 0] ; r 2 ]0;1] und R!1
Fuhrt man die weitere Berechnungsschritte analog dem Integral A! D aus, so folgt
das auch das Integral C ! D fur R!1 gegen Null konvergiert.
A.3.2 Verhalten der Integrale um die Verzweigungspunkte
ks;N+1 und kp;N+1
Bei der Konturintegration ergibt sich die Notwendigkeit, die auf der reellen Achse
liegenden, singularen Stellen ks;N+1 und kp;N+1 des Halbraums in den Grenzen 0 bis
 zu umfahren (siehe Abb.A-3). Zweckmaigerweise werden sie mit einem Halbkreis-
bogen   ; des Radius' R umfahren.
R j
z=k +R e
s,R
ij
Abbildung A-3: Kontur um die Verzweigungspunkte auf der reellen Achse nach Bild
2-18.
Fur den Halbkreisbogen  ks wird hier nachgewiesen, dass dieser einen Wert Null
liefert, wenn der Radius R gegen Null lauft.
lim
R!0
Z
 ks
~uHnr;z
 
N+1; N+1; 

H1n (r) d
?
= 0
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Werden wieder Polarkoordinaten fur  verwendet ergibt sich fur das zu untersuchende
Integral der folgender Ausdruck:
lim
R!0
Z
 ks
~uHnr;z
 
N+1; N+1; (ks;N+1 +R e
i')

H1n
 
ks;N+1 +R e
i'

r
 
 
ks;N+1 +R e
i'

iR ei'd': (A.3-18)
Fur die in Gl.(A.3.-18) auftretenden Terme muss nachgewiesen werden, dass diese mit
R ! 0 gegen Null konvergieren. Die Hankelfunktion H1n [(ks;N+1 +R ei') r] und der
Ausdruck (ks;N+1 +R e
i') liefern mit R! 0 den endlichen Ausdruck H1n [ks;N+1r] ks.
In der Analyse der Verschiebungsfunktionen ~uHnr;z unter Nutzung der Gleichungen
(A.2-18) und (A.2-19) ergeben sich fur die Ausdrucke N+1 und der ebenfalls auftre-
tenden freien Integrationsvariable  mit R! 0 endliche Ausdrucke. In den trigono-
metrischen Funktionen tritt keine Abhangigkeit von N+1 auf.
Damit bleiben eine Abhangigkeit von N+1 in den einzelnen Ausdrucken mi;j die
folgende Form besitzt:
m(i; j) = g1 ((R;'); ; n; n) N+1 + g2 ((R;'); ; n; n) :
Die zusammengefassten Funktionen g1 ((R;'); ; n; n) und g2 ((R;'); ; n; n)
in mi;j sind unabhanging von N+1. Mit der Zerlegung von N+1 =
p
2   k2s in
N+1 =
p
(   ks) ( + ks) kann der Ausdruck
p
( + ks), da er einen endlichen Be-
trag fur R! 0 liefert, mit zu g1 (; ; n; n) hinzugenommen werden. Damit bleibt
fur N+1 der Ausdruck
q 
Rei'

stehen. Lasst man in den einzelnen Ausdrucken mi;j
den Radius R gegen Null laufen, so ergeben die mi;j mit i = 1; 2; 3; 4 und j = 2 end-
liche Ausdrucke in Form von m(i; j) = g2 (; ; n; n) : Die untersuchten Terme in
(A.3-18) konnen damit zu einer neuen Funktion unabhangig von R zusammengefasst
werden:
lim
R!0
Z
 ks
g(ks; r; n; n)iR e
i'd': (A.3-19)
Geht der Grenzwert der verbleibenden Variable R gegen Null, dann lauft der gesamte
Grenzwert des Integrals in (A.3-19) gegen Null. Analog kann die Grenzwertbetrach-
tung fur den Halbkreisbogen um  kP vorgenommen werden.
A.4 Konturintegration mit komplexen Wellenzah-
len ks und kp
Werden in die Verschiebungsgleichungen anstelle der reellen Korperwellengeschwin-
digkeiten komplexe Geschwindigkeitswerte eingefuhrt, kann die Kontur der Halb-
202 Nebenrechnungen / Funktionen
raumlosung nach Abbildung 2-15 in der Konturintegration genutzt werden. Die Be-
rechnung der Verschiebungen vereinfacht sich dahingehend, als das die Residuen
vollstandig innerhalb der geschlossenen Kontur liegen. Zum Darstellen von auslau-
fenden Wellen in der Integrationsebene wird der Integrand wieder in Abhangigkeit
von H1n im I. Quadrant und in Abhangigkeit von H
2
n im IV. Quadrant entwickelt.
Der erste Quadrant liefert folgende Linienintegrale
Z
I1d =
AZ
B
I1d +
DZ
A
I1d +
BZ
D
I1d = 0
Z
I3d =
AZ
B
I3d +
DZ
A
I3d +
BZ
D
I3d = 0 (A.4-1)
und der vierte Quadrant
Z
I2d =
BZ
D
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk +
CZ
B
I2
 
+N+1; 
+
N+1; i

id
+
BR
C
I2
 
+N+1; 
+
N+1; i

id +
kpR
B
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk
+
BR
kp
I2
 
+N+1; 
 
N+1; k

dk +
CR
B
I2
 
+N+1; 
 
N+1; i

id
9>>>=>>>;Lp;ur
+
BR
C
I2
 
+N+1; 
 
N+1; i

id +
kpR
B
I2
 
+N+1; 
 
N+1; k

dk
+
ksR
kp
I2
 
+N+1; 
+
N+1; k

dk +
kpR
ks
I2
 
 N+1; 
+
N+1; k

dk
+
BR
kp
I2
 
 N+1; 
 
N+1; k

dk +
CR
B
I2
 
 N+1; 
 
N+1; i

id
9>>>>>>>=>>>>>>>;
Ls;ur
+
DZ
C
I2d = 2i
nX
=1
Res

I2
 
N+1; N+1; k (n)
	
=(n)
(A.4-2)
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Z
I4d =
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+N+1; 
+
N+1; k

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B
I4
 
+N+1; 
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BR
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+
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(A.4-3)
Die zusammengefassten Integrale des vierten Quadranten um die Schleifen der Ver-
zweigungsschnitte Lpund Ls stellen gleichzeitig die separierten Integralausdrucke zur
Berechnung der Kompressions- und Scherwelle dar. Die Verschiebungen erhalt man,
indem die obigen Gleichungen A.4-2 in die Gl.(2.88) eingesetzt werden.
~ur =
1
2
8<:
AZ
B
I1
 
+N+1; 
+
N+1; i

d
9=;
+
1
2
8<:
CZ
B
I2
 
+N+1; 
+
N+1; i

d +
Z
Lp
I2d +
Z
Ls
I2d   2i
nX
=1
Res fI2gj=(n)
9=;
~uz =
1
2
8<:
AZ
B
I3
 
+N+1; 
+
N+1; i

d
9=;
+
1
2
8<:
CZ
B
I4
 
+N+1; 
+
N+1; i

d +
Z
Lp
I4d +
Z
Ls
I4d   2i
nX
=1
Res fI4gj=(n)
9=; :
(A.4-4a,b)
Mit der Berucksichtigung der Beziehungen von den Zylinderfunktionen im Anhang
A.1 und der Beachtung des Quellterms konnen die Integrale zu den entgultigen
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Verschiebungsgleichungen zusammengefasst werden:
~ur =
 Fz
4
8>>><>>>:
Z
Lp;ur| {z }
~ur;p
+
Z
Ls;ur| {z }
~ur;s
9>>>=>>>;
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 Fz
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=(n)| {z }
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8>>><>>>:
Z
Lp;uz| {z }
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+
Z
Ls;uz| {z }
~uz;S
9>>>=>>>;
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 Fz
4
8>>>><>>>>: 2i
nX
=1
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 
+N+1; 
+
N+1; k
2

H20 (kr)
	
=(n)| {z }
~uz;O
9>>>>=>>>>; : (A.4-5a,b)
so dass sich die gesamte Verschiebung schlielich aus Anteilen der Kompressions,-
Scher- und Oberachenwelle zusammensetzt:
u = uP + uS + uO: (A.4-6)
Unter Beachtung der Wurzelvorzeichen entlang der Ufer der Verzweigungsschnitte
ergeben sich auf dem Intergationsweg um die Schleifen die folgenden Ausdrucke:Z
Lp;ur
=
  i 2

1Z
0
( i )2 uH1r  +N+1; +N+1; ( i )2n  uH1r  +N+1; 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 )2n	K11 (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kpZ
0
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
uH1r
 
+N+1; 
+
N+1; k
2n
  uH1r  +N+1;  N+1; k2n	H21 (kr) dk
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Die erhaltenen Gleichungen (A.4-5) und (A.4-6) sind identisch mit den Resultaten
aus Kapitel 2.5.3.
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A.5 Anregungsimpuls und -spektrum / theoreti-
sche Bodenprole
A.5.1 Denition der verwendeten Impulsformen
Zur Berechnung eines synthetischen Zeitverlaufs nach Gl.(2.125) ist neben der Quell-
geometrie auch das Anregungsspektrum der Quelle erforderlich. Fur diesen Zweck
wurden unterschiedliche Impulsformen, wie Halbsinus-, Dreieck- und Ricker-Impuls,
untersucht. Die besten Ergebnisse wurden unter Verwendung des Ricker-Impulses
0. bis 3. Ordnung erzielt. Nachfolgend werden die verschiedenen Varianten dieses
Impulses im Zeit- und Frequenzbereich angegeben.
1. Ricker-Impuls 0. Ordnung: f0 (t) = Ae
( aa), mit a =  (t TS)
TP
, TS entspricht
dem Zeitwert des Maximums und TP der Periodenlange
2. Ricker-Impuls 1. Ordnung: f1 (t) = ( 1) f0 (t) a
p
2e0:5
3. Ricker-Impuls 2. Ordnung: f2 (t) = f0 (a
2   0:5) e1:5
2
4. Ricker-Impuls 3. Ordnung: f3 (t) = f0a
 
3
2
  a2 ekp
kb
, mit b =
p
1:5 und k =
1:5  b
In Abb.(A-4) sind die Zeitfunktion und das Amplitudenspektrum dargestellt. Mit
der Lange der Impulsdauer kann die Breite des angeregten Spektums beeinusst
werden. Bei der Wahl der Impulsdauer und der Lage von TS und TP ist der Wert des
zugrunde liegenden Zeitintervalls dt zu beachten.
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Abbildung A-4: Zeitverlauf und Amplitudenspektrum des Rickerimpulses a) 0. Ord-
nung, b) 1. Ordnung, c) 2. Ordnung und d) 3. Ordnung.
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A.5.2 Denition der theoretischen Bodenprole
Im folgenden Abschnitt werden die in Kapitel 4.1 ausgewerteten Bodenprole tabel-
larisch aufgefuhrt.
Normal dispersive Prole { Einfachschichtung / Halbraum:
Bereich 1
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
1 5 100 0.333 1500
1 400 0.30 1800
2 10 100 0.333 1500
1 400 0.30 1800
3 20 100 0.333 1500
1 400 0.30 1800
3b 35 100 0.333 1500
1 400 0.30 1800
4 50 100 0.333 1500
1 400 0.30 1800
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
5 5 100 0.333 1500
1 1000 0.25 2000
6 10 100 0.333 1500
1 1000 0.25 2000
6b 15 100 0.333 1500
1 1000 0.25 2000
7 20 100 0.333 1500
1 1000 0.25 2000
8 50 100 0.333 1500
1 1000 0.25 2000
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Bereich 2
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
9 5 300 0.333 1600
1 1000 0.25  2000
10 10 300 0.333 1600
1 1000 0.25 2000
11 20 300 0.333 1600
1 1000 0.25 2000
12 50 300 0.333 1600
1 1000 0.25 2000
Bereich 3 Variation - Poissonzahl
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
13 20 100 0.20 1500
1 500 0.25 1700
14 20 100 0.25 1500
1 500 0.25 1700
15 20 100 0.30 1500
1 500 0.25 1700
16 20 100 0.35 1500
1 500 0.25 1700
17 20 100 0.40 1500
1 500 0.25 1700
18 20 100 0.45 1500
1 500 0.25 1700
Bereich 3 Variation - Halbraum
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
19 1 200 0.333 1700
20 2 200 0.333 1500
1 400 0.30 1700
21 20 200 0.333 1500
1 400 0.30 1700
22 200 200 0.333 1500
23 1 400 0.30 1700
24 200 400 0.30 1700
1 800 0.26 1900
25 200 1500 0.25 2000
1 2000 0.25 2100
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Normal dispersive Prole Zweifachschichtung
Bereich 4
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
26 5 100 0.35 1500
5 200 0.35 1650
1 400 0.3 1800
27 10 100 0.35 1500
10 200 0.35 1650
1 400 0.3 1800
28 20 100 0.35 1500
20 200 0.35 1650
1 400 0.3 1800
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
29 5 100 0.35 1500
10 200 0.35 1650
1 1000 0.25 2000
30 10 100 0.35 1500
20 300 0.333 1650
1 1000 0.25 2000
31 20 100 0.35 1500
40 400 0.30 1650
1 1000 0.25 2000
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
32 5 300 0.333 1500
20 500 0.30 1700
1 1000 0.25 2000
33 10 300 0.333 1500
40 600 0.30 1800
1 1000 0.25 2000
34 20 300 0.333 1500
80 800 0.27 1800
1 1000 0.25 2000
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Normal dispersive Prole - Mehrfachschichtung
Bereich 5
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
35 5 300 0.333 1500
20 500 0.3 1700
40 700 0.28 1800
1 1500 0.25 2000
36 10 300 0.333 1500
20 600 0.3 1700
40 800 0.3 1800
80 1000 0.27 1900
1 2000 0.25 2000
37 10 250 0.333 1500
10 400 0.333 1700
20 600 0.3 1800
40 900 0.27 1900
80 1300 0.26 2000
1 3000 0.25 2100
38 7.5 100 0.333 1500
0.5 250 0.333 1500
0.5 400 0.3 1600
0.5 550 0.3 1700
0.5 700 0.28 1800
0.5 850 0.27 1900
1 1000 0.25 2000
39 1 100 0.33 1500
1 150 0.33 1500
1 200 0.33 1500
1 250 0.33 1500
1 300 0.33 1500
1 350 0.3 1600
1 400 0.3 1600
1 550 0.3 1700
1 700 0.28 1800
1 850 0.27 1900
1 1000 0.25 2000
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Anormal dispersive Prole - Zweifachschichtung
Bereich 1
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
40 5 200 0.33 1600
5 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
41 5 400 0.3 1700
5 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
42 5 400 0.3 1700
5 100 0.33 1500
1 1000 0.25 2000
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
43 10 200 0.33 1600
10 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
44 10 400 0.3 1700
10 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
45 10 400 0.3 1700
10 100 0.33 1500
1 1000 0.25 2000
Bereich 2
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
46 10 200 0.33 1600
5 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
47 20 200 0.3 1600
5 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
48 5 200 0.3 1600
10 100 0.33 1500
1 400 0.25 1700
49 5 200 0.3 1600
20 100 0.33 1500
1 400 0.25 1700
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Bereich 3
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
50 10 400 0.3 1700
5 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
51 20 400 0.3 1700
5 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
52 5 400 0.3 1700
10 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
53 5 400 0.3 1700
20 100 0.33 1500
1 400 0.3 1700
Bereich 4
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
54 10 400 0.333 1700
10 200 0.333 1500
1 400 0.333 1700
55 10 400 0.333 1700
10 200 0.333 1500
1 800 0.333 1700
56 10 400 0.333 1700
10 200 0.333 1500
1 1000 0.333 1700
57 10 1000 0.333 1700
10 200 0.333 1500
1 1000 0.333 1700
58 10 200 0.333 1500
10 400 0.333 1700
1 200 0.333 1500
63 5 400 0.333 1700
3 300 0.333 1500
1 450 0.333 1800
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Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
64 5 200 0.333 1600
3 100 0.333 1500
10 300 0.333 1700
1 700 0.3 1900
65 5 500 0.333 1800
3 100 0.333 1500
10 300 0.333 1700
1 800 0.3 1900
Bereich 5
Prol Schichtdicke [m] cS [m/s] Querdehnzahl Dichte [kg/m
3]
59 10 400 0.333 1700
1 200 0.333 1500
60 10 1000 0.333 1700
1 200 0.333 1500
61 5 1000 0.333 1700
1 200 0.333 1500
62 1.5 1000 0.333 1700
1 200 0.333 1500
Anhang B
Symbolverzeichnis
B.1 Indizierung
(A)Hn Kennzeichnung der verwendeten Integraltransformation mit n = 0; 1eA Fouriertransformierte GroebA Kennzeichnung der allgemeinen Reexions- und Transmissionskoezienten
(A)j Index j bezieht sich auf Schichtungsnummern mit j = 1; 2; :::; N + 1
(A)S Bezug zur Scherwellengeschwindigkeit
(A)P Bezug zur Kompressionswellengeschwindigkeit
(A)R Bezug zur Rayleighwelle
(A)pd in positive z-Richtung (abwarts) laufende Kompressionswelle
(A)sd in positive z-Richtung (abwarts) laufende Scherwelle
(A)pu in negative z-Richtung (aufwarts) laufende Kompressionswelle
(A)su in negative z-Richtung (aufwarts) laufende Scherwelle
B.2 Formelzeichen
det (...) Determinante von (...)
I Einheitsmatrix
J0; J1 Besselfunktion 0. bzw. 1. Ordnung
H10 ; H
2
0 Hankelfunktion 0. Ordnung und 1. bzw. 2. Art
H11 ; H
2
1 Hankelfunktion 1. Ordnung und 1. bzw. 2. Art
K10 ; K
1
1 modizierte Besselfunktion
B.3 Operatoren/Kurzel
F, F 1 Fourier-Transformation, Rucktransformation
H, H 1 Hankel-Transformation, Rucktransformation
O (...) Landau-Symbol b= Groenordnung von (...)
215
216 Symbolverzeichnis
L Lagrange EnergiedichteH
Umlaufendes Linienintegral
Res(...) Residuum des Ausdrucks (...)
r (...) Gradient von (...)
r  (...) Divergenz von (...)
r (...) Rotation von (...)
 (...) Laplace-Operator
[...]T Transponierte Matrix bzw. Vektor
f...g Vektor
N Menge der naturlichen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
Z Menge der ganzen Zahlen
Q+ Menge der positiven rationalen Zahlen
(...) Kennzeichnet konjugiert komplexen Zahlen
B.4 Verwendete Bezeichnungen
! Kreisfrequenz
k Wellenzahl
cs Scherwellengeschwindigkeit
cp Kompressionswellengeschwindigkeit
p Denition der Wellenlangsamkeit p = 1
c
 Schubmodul innerhalb der theoretischen Ableitungen
G0 maximaler Schubmodul fur das Verzerrungsniveau 10
 6
 Querdehnungszahl
 Lame'sche Materialkonstante
 Materialdichte
E Elastizitatsmodul
ur Verschiebung in Richtung r
u Verschiebung in Richtung  (horizontal)
uz Verschiebung in Richtung z
t Zeitvariable
r Radius
SV Bezeichung des vertial polarisierten Scherwellenanteils
SH Bezeichung des horizontal polarisierten Scherwellenanteils
P Bezeichung des Kompressionswellenanteils
U Bezeichung der Gruppengeschwindigkeit
c Bezeichung der Phasengeschwindigkeit
M Qp Bezeichung des Lastterms
Sr Sattigungszahl des Bodens
